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PRÉFACE. 



Le grand Mémoire de L. Kronecker Zur Théorie der ellip- 
tischen Funclionen, donl la publication, commencée en i883, a 
été interrompue par la mort de son illustre auteur, porte le 
caractère évident d'une étude qui se poursuit librement sur des 
sujets connexes, mais sans plan préconçu. Cependant, trois 
Parties s'y dessinent assez nettement : une Partie plutôt algé- 
brique, c'est l'Article XI tout entier; une Partie plutôt arith- 
métique, ce sont les Articles I-X, XII-XIX; une Partie contenant 
presque exclusivement des transformations de séries elliptiques 
invariantes et qu'on pourrait à cause de cela nommer Partie analy- 
tique : ce sont les Articles XX-XX1I. Je me suis attaché à la Partie 
arithmétique. 
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Ce qui en fait le charme, c'est l'extrême élégance des résultats, 
la profondeur et la puissance de l'analyse. Ce qui en fait la diffi- 
culté, c'est principalement une théorie des formes quadratiques 
assez différente de celle de Gauss et Dirichlet, constamment em- 
ployée, constamment supposée, indiquée seulement en quatre 
pages qui n'en laissent guère paraître que la beauté (Art. VIII). 
Aussi bien Kronecker promettait deconsacrer à son développe- 
ment un Mémoire spécial (■). 

Ces recherches sur les rapports des formes quadratiques avec les 
fonctions elliptiques sont groupées autour de deux formules extrê- 
mement remarquables. La première est une extension féconde de 
l'équation fondamentale de Dirichlet. La seconde, qui donne 
l'expression de la limite 



l lim 

(i) {P=o 



1 y (a/n* -h bmn h- en*)- 1 -? I 

m,n J 

(w,n=±i, ±2, ±3, ...), 



par les fonctions 3, rend pour ainsi dire sensible le lien si secret 
qui rattache les formes arithmétiques de Gauss à la multiplication 
complexe d'Abel. Dans cette Partie de son OEuvrc, Kronecker 
donne la dernière forme à des idées qu'il approfondissait depuis 
trente ans. Il écrivait en 1 858 à Dirichlet ( 2 ) que son esprit avait 
besoin de beaucoup de temps pour mûrir sa pensée. On peut juger 
du moins à quelle maturité il la faisait parvenir. 

C'est de cette correspondance avec son ancien maître, devenu 
son ami, que semble dater l'origine de ses recherches. Il est 
intéressant d'y voir ( 3 ) combien il avait été frappé d'une première 
esquisse de la généralisation des sommes de Gauss par les fonc- 



(*) Art. XVIII, § 1, première note. 
( a ) Gôttinger Nachrichtcn, i885. 

( J ) Gôttinger Nachrichtcn, p. 3Gi et p. 379: iS85. Voir en particulier lu hui- 
tième Lettre et la réponse de Kronecker. 
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lions elliptiques que lui avait envoyée Dirichlet. Dès i863, il 
publiait en substance tout ce qui se trouve dans la Communication 
de i885. En 1864, il commençait à perfectionner la théorie des 
formes quadratiques ( * ), mais sans introduire encore ses notations. 
Depuis lors, il n'a cessé de la remanier dans ses cours à l'Université 
de Berlin, et c'est seulement en i885 qu'il la jugeait suffisamment 
achevée pour publier à nouveau, mais avec plus de développements 
et sous une forme beaucoup plus parfaite, les résultats de i863. 
Il y est revenu depuis une fois encore ; l'édition que le monde savant 
attend de M. Hensel révélera les fruits de cette dernière étude. 

En i885, d'autre part, la limite (i) n'avait été calculée par Kro- 
necker que pour des valeurs réelles, d'ailleurs quelconques, de #, 
6, c rendant £ac — b 2 positif. C'est en 1889 seulement, après de 
nouvelles études sur les irrationnelles ( 2 ), que, convaincu de la 
possibilité d'étendre ces résultats au cas où «, 6, c sont complexes, 
il eut aussi la satisfaction d'y arriver (Art. XIII). 

Du rapprochement des deux formules signalées de Rronccker 
résulte immédiatement la relation (*) 

i^T H(D|)H(Dï) 



SŒM^^M*-^)]"' 



(2) < 

( D, I), = I) = — A ) 



qui sert de fondement au calcul des normes partielles d'invariants 
de classe. 

Le présent Ouvrage se divise naturellement on trois Parties. 
Les deux premières sont consacrées chacune à une des deux for- 



( f ) Monatsberichte, 18G',. 

(*) Sitzungsberichte, p. ii3; i8K<>. 

(') Afonatsberichte, p. '17; iWtf. Sitzungsberichte, p. 779; i885. 
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mules de Kronecker el à quelques applications ('). La troisième 
est une application combinée des deux formules. 

Dans la première Partie, j'ai dû reprendre presque en entier la 
théorie des formes quadratiques pour établir les belles relations 
énoncées seulement par Kronecker ( 2 ). En complétant les calculs 
commencés par Dirichlet, j'obtiens une expression unique des 
sommes de Gauss pour tous les cas, et j'indique quelques points de 
vue peut-être nouveaux sur le théorème de réciprocité, en particu- 
lier, sur la dépendance qui existe entre les symboles (— )> ( ~ ) > 
( - ) , ( " ) * Le résultat le plus saillant me paraît être l'expression 

unique du nombre des classes, quel que soit le discriminant. On 
sait que Dirichlet après de laborieux calculs est obligé de distinguer 
six cas. Kronecker, qui n'indique pas ses calculs, en distingue 
encore deux. Je crois être arrivé simplement à réunir en une les 
deux formules de l'illustre savant. Une modification à la forme 
donnée aux caractères par Dirichlet a permis d'employer la pre- 
mière formule fondamentale de Kronecker à une démonstration 
facile du théorème capital de la théorie des genres. On remarquera 
enfin le dernier théorème du Chapitre V sur le groupe Mj, qui 
a rendu possibles les généralisations de la troisième Partie. 

Dans la deuxième Partie j'ai légitimé des intégrations et dériva- 
tions de séries sur lesquelles Kronecker n'avait pas cru devoir 
s'arrêter. J'ai également abrégé la démonstration de la seconde for- 
mule de Kronecker. 

Les résultats de la troisième Partie sur les normes d'invariants 



(*) Pour ne pas être entraîné trop loin, j'ai évité tout ce qui lient à la théorie 
des nombres algébriques. C'est ainsi que j'ai dû omettre une application inté- 
ressante de la formule (i) de Kronecker, qu'on trouvera dans le beau Livre de 
M. Wcber : Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, § 114. 

(') L'étude de l'équivalence des formes réduites a été omise, comme n'étant 
pour ainsi dire pas atteinte par le changement de notatio'ns dû a Kronecker. Elle 
n'était d'ailleurs pas nécessaire à mon objet. On la trouvera faite avec détail dans 
les Vorlesungen ùber Zahlentheorie de Dirichlet. 
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me semblent offrir quelque intérêt. Comme je l'ai fait remarquer, 
la formule (2) les contient en germe. Mais, cette formule ayant 
une beauté particulière, Kronecker s'y était arrêté. M.Weber('), 
conduit par des recherches d'un ordre différent à signaler de 
nouvelles fonctions modulaires comme invariants de classe, arri- 
vait en 1888 à déterminer leurs normes partielles pour chaque 
genre dans les cas Q = i, 2. La formule (2) donne presque immé- 
diatement les normes partielles quand Q = 1 . Mais M. Weber, 
fidèle encore aux notations de Gauss, ne s'en est pas servi ; bien 
plutôt il la retrouve par une autre voie et sous une forme diffé- 
rente pour l'étendre ensuite au cas où Q=2. L'application aux 
65 discriminants signalés par Euler et Gauss ( a ), qui ne con- 
tiennent qu'une classe par genre, était alors naturelle. Pour 32 de 
ces discriminants, Q = 1; pour i5 autres, Q = a. 18 discriminants 
singuliers échappaient encore à cette analyse qui se complique 
avec le nombre Q. M. Weber, engagé d'ailleurs dans ses belles 
recherches algébriques, détermine les 1 8 invariants correspondants 
avec bien d'autres à l'aide des équations de transformation. 

Partant de la formule (>.) de Kronecker, j'essayai de l'étendre 
au cas où Q est une puissance d'un nombre premier, puis à celui 
où Q est quelconque. Je remarquai alors que la solution aisée du 
cas général dépendait de l'usage des quantités s„ et de la première 
formule de Kronecker, si toutefois le théorème déjà signalé sur 
le groupe &<j était exact. La démonstration de ce théorème, qui, 
à ma connaissance, n'avait pas encore été donnée, permit alors 
d'écrire la formule générale. 



(') Acta matkematica, t. XI; Hfathematische Annalen^ t. XXXIII, p. 3<jo; 
EUiptische Functionen und algebraische Zah/en, §§ 113 et 1H. Le second Mé- 
moire une démonstration nouvelle de la seconde formule de Kronecker pour le 
cas où a, b, r sont réels : le point de départ c<t analogue: mais la marche qui 
ramène à la série de Kourier est toute différente. 

(') Nouveaux Mémoires de l'Académie de Fier lin , p. X\H; 177'i : Gauss, Disq , 
art. 303. 



VIII PRÉFACE. 

A la détermination des normes pour un discriminant quel- 
conque, qui fait l'objet principal de la troisième Partie, se rattache 
enfin l'extension toute voisine des recherches de Kronccker sur 
la solution de l'équation de Pell par les fonctions elliptiques. 

Il me reste peut-être à m'excuser de n'avoir pas été assez concis. 
Mais, dans le développement mathématique, l'excès n'est-il pas 
moins pénible au lecteur que le défaut? D'ailleurs j'avais lieu de 
croire ces matières peu connues en France. 

Angers, 8 décembre 1897 ('). 



(') M. Wcber a publié, dans les Gôttinger Nachrichten de i8g3, une suilc 
d'articles dont l'objet coïncide partiellement avec celui de mon travail. J'en ai 
malheureusement eu connaissance trop tard pour pouvoir m'en servir. J'ai essayé 
néanmoins dans trois notes placées à la fin du Volume, de faire ressortir la supé- 
riorité des démonstrations de M. Wcber pour plusieurs des relations arithméti- 
ques obtenues par Kronecker et pour le théorème central de la théorie des genres. 
Le lecteur trouvera en outre, dans le Mémoire de M. Webcr, une intéressante 
étude des propriétés algébriques de la fonction 2 «?«rtra>ui»i".*-A*ii#i+r#f*i. 



PREMIERE PARTIE. 

LA PREMIÈRE FORMULE DE KRONECKER. 



PREMIERE SECTION. 

THÉORIES PRÉLIMINAIRES. 



CHAPITRE I. 

LES SOMMES DE GAL'SS. 



§ 1. La série de Fourier. 
Considérons une fonclion de plusieurs variables complexes 

et proposons-nous d ? en trouver un développement de la forme 



e ''- 1 



Zj 2d '" 2d ^" l '"*- "* 

#!, = — • n 4 = — « n»,-=— » 

lorsque les 5, sont assujettis à parcourir les segments respectifs 
W|> W| ._l_ a)/ (/ = i, ?, 3, . . ., /*). Évidemment ce développement, 
qui admet les périodes co/, ne pourra convenir en général pour 
d'autres valeurs des s,-; il fournira donc une expression analytique 

S. « 
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d'une fonction /, définie par la condition de coïncider avec la 
proposée dans les limites indiquées et d'admettre les périodes o>,-. 
Remarquons d'abord que, si le développement est possible, on 
aura, en multipliant les deux membres de 

i/ic y 2ii 



n t =-t- w n h = + » ..» ^ fUli 



/(*l,*î, ...,*/,) = ^ ... ^ A "..« "h e < = l > 

«,= — • nfc = — • 

par ^ '- 1 tfc, rf5 2 . . .dz/, et en intégrant suivant les segments 

M/, U/+U/, 

i=A 

f dz x ! ds t ... J ds /t /(z u ...,z h )e ' = » 

= A m , >mj m fc (i)ib>| . . . (0/ 

puisque l'intégrale 

I = À 

f dz t ... I dz h A nt> „ t „ k c '- 1 

n'est différente de zéro que pour ;i/ = /w/ (t = i , 2, . . . , h). 

Ce raisonnement, semblable à celui dont s'était contenté Fou- 
rier, fait seulement pressentir qu'il doit exister en général un dé- 
veloppement de la forme 

=h 

<■> /■<■ *>-2-2jf $•■•£ £'< - '"' 

«,=-• "A = — • ' 

Pour s'en assurer, il est naturel de chercher à sommer la série 
qui figure au second membre de (1) et que je désignerai par S. 

Posons Pj== M|--f- w/f/, Zi= iii-\- o>/Ç/; //, Ç,- seront réels et on 
aura, en écrivant 






§ 1. LA SKKIE 1>K FOLRIKR. 

Écrivons 

-2- 2 ."-. 2.(*- 






1 * f7t ^ 

f dt h >i(t x , ... y t h )e '-"■ 
7 o 



Lesexponentielles où /*a varie seul formant une progression géomé- 
trique, on obtient 



.-2-2 .(*•■•■ 



- w - ' ^in(aX--i-i)r(/ A — £/,) . 



/ <//* t<- '■ « lim / *(/„.. ,,/a)-- \ ----- — ;'- 

,' **.'<, sinr(/ A — ?a 



el Ton est ramené à des intégrales de Dirichlet. 

Si <p n'a pour o^ /*< i, quels que soient t t , t it ..., /^_i, d'autres 
singularités que des changements brusques de valeur (en restant 

finie), ou des pôles a tels que / o d th reste finie quand t^ tend 

vers a par des valeurs supérieures ou inférieures à a et que la 
partie (réelle ou imaginaire, ou les deux parties) de <p qui devient 
infinie ait le même signe pour th = a^ -+- £ et t^ = a^ — e, ce que 
j'exprimerai en disant que » satisfait par rapport à t/, aux condi- 
tions de Dirichlet, on a, pour toute valeur de sa Jiflerenle de o 
et de i où o est continue, 

, ,. r X . x sin(aÀ--+-i)7c(fa — £/,) , 
(i) lnn / ©(£„..., l A ) -y— — -.^^ ^— — ^- -^/a = <?(/i, /,, -, //,-i. Ça), 

*=«./ 4 sin-(// 4 -— ; A ) 

pour toute valeur sa où la fonction est discontinue et pour £ A = o. 

^A= i, 



( 3 ) ! 






I 



r= £[©(/,, ...,'/i l,ÎA-0)-h ? (/ i , ...,/*-|i;A + 0)|('j. 



(') Voir le Traité ci* Anal y se de M. Picard, t. I. 
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On peut réunir ces deux formules en une seule, valable pour tous 
les segments u^ u/t-h <oa, y compris les extrémités, en écrivant 

lira / ?(f|, ...,f/i) . r . y— dt h 

= - 2 /^i- "s> •• •,**- i,*/«±o). 

la sommation s'élendant aux deux signes -h et — . 

En continuant ainsi de proche en proche, on obtient successi- 
vement 

S=y... y. f dt x ... f dt h - X X -v*(t x t h . u r k ±o)e '-« 







1=4-1 



V \? f^ds> x /•"*-+•*- <*,,, ., , 

8 ~ 2 " 2 / S-/ ^7^" ^.,,^.,±0,.^; 



»,=-• i/fc_,=—o "» '"*" 






le signe 2 sans indice se rapportant à toutes les combinaisons des 
signes -f- et — dans l'expression qu'il affecte. On suppose que 
chaque terme de la dernière somme a un sens unique. 

Ces formules supposent seulement que f\(z> u z 2 < . . ., £/,) sa- 
tisfait aux conditions de Dirichlet par rapport à chacune des va- 
riables Zi indépendamment des autres. La formule (4) est une 
expression générale du développement de Fourier. L'ordre des 
sommations dans la série multiple S est d'ailleurs indifférent, 
comme le montre l'analyse précédente. 
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Le second membre de celte dernière formule est une fonction 
égale à f partout où f est continue, et à la valeur moyenne de / 
partout où f est discontinue. On peut appeler celte fonction 
fonction substituée, car c'est elle que la nature du problème nous 
force à substituera la proposée; en la désignant par /,, on écrira 
la formule (4) de la manière suivante 



\ 



[ 



/•<*«■ s * -*> = 2à ••■ 2à X "^ 



n, = - • nf,= — « 



/ 



tilt 2 ~ 



— v, 






/u*'i» *'2, 'V, K 



C'est donc pour la fonction substituée que le développement (i) 
est pleinement réalisable. 

tiltZ j 

De la formule (4), en posant e w< = Ç/, on déduit évidemment 
un développement de Laurent pour une fonction holomorphe des 
variables log£/(/ = i, 2, . . ., A). 

Si la fonction proposée admet elle-même les périodes co/, 
comme on peut déplacer parallèlement à lui-même chaque segment 
w«, «,-h co/, en le laissant dans une région où /est holomorphe par 
rapport à l'argument correspondant quels que soient les autres, 
on retrouve ainsi le développement de Fourier et celui de Laurent 
tels qu'ils se déduisent par la voie ordinaire du théorème de 
Cauchy. 

D'après un théorème de M. Cantor, le développement d'une 
fonction en série de Fourier est unique (*). Si donc on connaît 
pour une fonction un développement de la forme 

i-h 

2 ••• 2 An n " e '^ ,a "' 

n l ——to /l^rr— se 

on aura pour les À rt| nh les valeurs d'une infinité d'intégrales 



(*) Voir Cantor, Journal de Crclle, t. "2, p. i3y; Acta malhematica, t. II, 
p. 337; E. Picard, Traité d'Analyse, t. I, p. a3c). Une simple remarque suffit 
à étendre au cas de plusieurs variables le théorème de M. Cantor. On a, en 
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définies du type 

Le développement des fonctions 2r en fournit un exemple très 
simple. On trouvera des exemples de fonctions à deux variables 
dans le Traité des fondions elliptiques d'Halphen (t. I, 
Chap. XIII, passim) et dans le Mémoire de Kronecker Zur 
Théorie der elliptischen Functionen (Art. XX, § 7 et suiv., 
passim); j'en donnerai d'ailleurs quelques-uns dans la seconde 
Partie. 

La formule (4) donne, pour 5/= «/ ou s/= M/-|-(o/(t = i . a, ...,/*), 



<** Cl). 



le signe S sans indice s'étendant à tous les termes obtenus en 



écrivant, pour abréger, n. au lieu de e w i 



«1~ -+-«o nfc=-:-+-«o 



=2] 12] • • -2] A - •»";•■ • -«ffl -ï' =Z ,l - "■'• 

n, L «i «A J «i 



S'il existait une autre série 

t= 2] •■• 2] B " -*«ï'— m ** 

«,= — «s /i^-ji — » 



=2ir2]-2] B " -»«î«-«;»]«ï'=2] *-.«:•. 

égale à S le long du segment relatif à z t (sauf peut-être en certains points 
isolés), on aurait 

A»iii= l)ï>«,, 

quels que soient z a , . .., z h sur leurs segments respectifs. Or «A»»,, ife»*, étant de 
nouvelles séries de Fourier, on pourra continuer de même, et l'on obtiendra 
enfin 

A»*,, . .,/**=■ B/i, »fc. 



§ I. 1,4 SÉRIE DE FOl'RIER. 7 

prenant les arguments d'indice différent dans les deux lignes de 
toutes les manières possibles. Remplaçons successivement w, par 
Wi -f- ci>,, i/, -h 2(1)!, .. ., u t -\-(p t — i)co f et ajoutons les formules 
obtenues à la précédente; on aura 

i=h 

= J_ V 1 y/ «1, •••* "/* \ 



7i=l 



Remplaçons dans cette formule u 2 par ^2+0)3, w 2 4- 2U) 2 , ..., 
t*2-\-(p2 — i)<o 2 et ajoutons les formules obtenues à la précé- 
dente; on aura 



i.-h 



2 - 1 S 

a A ^/ \ Ml -h />!«!, Mi-4-/?tO>j, . .., U h -hW/J 
/l — I 

^22 2/(««.-/>«. «*-♦-'>'• «,+;«„ ::::«*+»»)• 
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En conlinuanl ainsi, on obtiendra manifestement 



i=h 

7) < L ;,=--i 

/« = 1 J 

/ t = l ;, = 1 J 
-4- 

j t =p x -i jh=pk-\ 

-+- 2 ■•■ 2 /^"»' f */« a, «» WjH-yjtO,, ..., M/,-+-.//,W/,). 

ii = * /fc = i 

C'est une généralisation de|la formule (6). 

Voici quelques applications qui se présenteront dans la suite. 

La formule (4) donne, pour u = o, co= i, /(s) = z 2 — z -+- ?> 



/ox * l l Y? «"" 

(8 , ,»_, + . = _2-^ 






Ici /(o)=/(i)=/,(o)=/ i (i) = I[/ i (o) +/,(!)]; par con- 
séquent le développement convient encore pour z = o et z = i . 

gl/nrtcstv 

La même formule (4) donne, pour u=o, co= i , /(z) = _ lw ^ w > 



Ici /(o) 7^/(1), donc le développement ne convient plus pour 



§ I. LA SÉRIE DE FOIRIER. ç> 

La formule (7) donne, pour le cas d'une seule variable, 

-h/[M-+-(/t — l)(o] ^--/(M-h/lto) t' 1 ), 



(•) Cette formule, appliquée au cas oùf(v) = ç>p {p entier positif), donne 

uf -4- ( 11 -+- u y -+- . . . -h ( u -h /i w )!• 
« = -♦-• 
= -[ur-h(« + /»u)^]+ > c w / 

Posons 



V^ ~T7 - / — «l» 



/ l »i 71 f\ fi-f-Aio 

t-Mp^ + A. _î-£«rrf v _ Hpl *e 55— \ ^ f 

c « / 0»c ca — = 1 = e w l = / -r—-r- l m ,; 

,/ M *» ,p \ a/tiic /m 2/iit: "»' ' 



— ^ ~ ( M "*" ^ ^ ) p /*<*> 

de même 

. __ uP~ l — (u -+- hu )P-» (/? — i)b) 
"•P" 1 ~ 2/iiit 2 niiz *> v ■' 

finalement 

I _ m — ("-»- Au) 

"'* "~ 2 /Mit 

On tire de là 

,p J-* 2/111: l v J \2/i*ic/ 

[^(/>-0--(/> — o-hi) =«]• 
Donc 

( ttJ*-h(a4-w)P-K..-h(M-+- hbt)i'= I [iif + (tf + Au)f j 

(AT) < *=/> — ! *=+<* 

V * = o n^ — » 

et l'on peut négliger les termes où A ■+■ 1 est impair, l'nc hypothèse particulière, 

« = -4-* 

par exemple a = o, w = /i= 1, donne, pour ralruler les séries \ — j— par ré- 



(IO) 
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et pour u = o, (o = i , 

(*=+*> h 
2 f /(")e- , "" t "^ = ^/('o)+/(i)+/(2)+... 

» n — — ce 

formule déjà trouvée par Dirichlel ('). 

§ 2. Symbole de Legendre. Son extension par Jacobi et Kronecker. 

On sait qu'il y a — restes et — — non-restes quadratiques 

d'un nombre premier impair />, que le produit d'un reste par un 
non-reste est un non-reste, que le produit de deux restes ou de 
deux non-restes est un reste ( 2 ). 

Legendre le premier ( 3 ) a eu l'idée de représenter par le sym- 
bole ( — ) l'unité positive ou négative, selon que /??, premier à/?, 
est reste ou non-reste de/?. De là résultent les égalités 



( S Ç)- (7) (?)(;)•- 

( — ) = ( — f , si m == m' ( modp ). 



rurrcnce, l'identité 

k = p — 1 11 = -»-* 

y p(p-i)...(p-k + i) y 1 1 = 

L* (aiic)*"" Ld n k+1 u 

k = n=z— » 

[/>(/> — !). ..(/I — O -*-!) = I]. 

/»r=-f-oo 

Connaissant une fois pour toutes les valeurs de ces séries \. ~~k7i y on aura 

n= — oo 

par (a) une expression achevée de la somme des puissances semblables, entières 
et positives des termes d'une progression arithmétique [Comparer Puiseux, Sur 
les sommes des puissances semblables des termes d'une progression arithmé- 
tique {Journal de Liouville, 1846)]. 

(') Sommation des séries par les intégrales définies (Journal de Crelle t 
t. 17; 1837) et Recherches sur diverses applications de V Analyse à la théorie 
des nombres, § 9 (Journal de C relie, l. 21; 1840). 

( a ) Voir, par exemple, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, § 33. 

(') Essai sur la théorie des nombres, 1" édition, p. 186; 1798. 



§ 2. SYMBOLE DE LEGKNDRK, ETC. II 

Jacobi ( ') a étendu la signification de ce svmbole au cas où p est 
remplacé par un nombre impair quelconque, premier à m, au 
mojen de la définition 

(ïh;)(?)(5)-- 

P = />/>>'..., 

Pi P'i P* ^ lanl ' es facteurs premiers de P, non nécessairement tous 
distincts. De là résultent les égalités suivantes 

( 1\ Q premiers impairs, et m premier à l'Q ) 

if) = ("P")' *' msm'(modP). 

On remarquera que, si P est reste quadratique de m, ( p- )=4- 1, 
mais non réciproquement. 

Kronecker ( 3 ) ajoute aux conventions de Jacobi les suivantes, 

qui donnent à la signification du symbole ( j J toute l'extension 
désirable, 

(ï)- 

quand a et b ont un diviseur commun ( * ), 

(i) -(?)(*) 



(») Monatsberichte der Berliner Akademie, i83;; Journal de Crelle, t. 30. 
M. Dideking avait déjà employé cette généralisation du symbole de Legendre, 
mais avec une autre notation, dans la troisième édition des Vorlesungen ûber 
Zahlentheorie, § 180. 

(*) Dirichlet présente l'égalité I -— \ — ( — - J comme une convention ( Vorle- 
sungen Uber Zahlentheorie, § 46). Elle m'a semblé contenue, comme une con- 
séquence nécessaire, dans la définition de Legendre. 

(') Kronecker, art. VIII ( Sitzungsberichte, p. 770; i885). 

( 4 ) Cette convention avait déjà été employée avant Kronecker, mais non, ce 
semble, formulée dès Ta bord comme partie de la définition ( Vorlesungen ûber 
Zahlentheorie, § 46, § 116). 
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quand b = a* b' et b'^=- 1 (moda) (*), el Ton a encore 

(»)(¥)-(¥)• 
«)(£)-(*)• 

Si a est reste de 1/ el 5^ dz 1 (modft), (y) sera positif, mais 
non réciproquement (-). 

§ 3. Calcul des sommes » ( A , * ) = V / " . Théorème de réciprocité. 

.«-=1 

Gauss, le premier ( 3 ), a considéré les sommes du tvpc 

.* 

où s parcourt un système de restes (modrc) et où h est premier à n 
(le cas où h et n ont un diviseur commun se ramenant de suite à 
celui-là). Le calcul de ces sommes, tel qu'il Ta effectué par des pro- 
cédés tout algébriques, est fort remarquable, mais long. Dirichlel 
y est revenu deux fois ( 4 ) : après avoir déterminé 0(1 1 n) par la 



(') Le sens donné par Kroneckcr au symbole ( — j n'a donc aucun rapport 

avec l'idée première de Lcgendre d'après laquelle (7-) serait toujours égal à 
-+-r, puisque tout nombre impair =2 i a (mod2 ). Il n'est peut-être pas inutile de 
signaler cette conséquence des définitions de Kroneckcr, que ( - ) — ( - ) =0, si 
ajéi, et que ( - — ) = ( — - ) = 1, car o doit être regardé comme admettant les 

diviseurs de a et de même comme premier à 1 (voir § 5, début). 
( J ) Voir le § 3. Évidemment, si g — o (mod2), il suffit que a soit reste de b 

pour que /-)=-+-!. 

(') Disq., art. 350, et surtout Summatio quarumdam serierum singularium 
{Œuvres, t. II). 

(•) Sur r usage des intégrales définies dans la sommation des séries finies 
ou infinies {Journal de C relie, t. 17; i«3;); fteehcrches sur diverses applica- 
tions de l'Analyse à la théorie des nombres, $ 9 {Journal de C relie, t. 21 ; 
i8{i). Ces Mémoires sont réuni'* dans les Yorlesungcn tiber Zahlcnthcorie* 
3" édition, supplément I. 



§ 3. SOlfUKS 1>K UAtSS. iS 

série de Fourier, il se sert d'un théorème de Gauss (*) pour en 
déduire s(A, p) quand p est premier. 

La forme donnée à la série de Fourier au § 1 rendra ce calcul 
plus naturel et plus simple. Je compléterai ensuite les recherches 
de Dirichlet en les coordonnant avec celle de Gauss pour arriver 
à une expression unique et générale des sommes ç(A,/i); le 
théorème de réciprocité se présentera en même temps dans toute 
sa généralité. 

Les sommes «(A, n) ont les propriétés suivantes : 

il) *( — A, -/i ; = ©(A, /i), g (A, — n ) = &( — A, n) = © u (A,/i) (*) 

(ï.) o( A, n) = ?p(/i|, /i), si A r= /*, (mod n u 

(3) o(Aa J , /i) = ©(A. ai), si « est premier à /*, 

( 4 I <p( Am, n)y(hn f m) = ©(A, wn ) ( 3 ). 

La première et la seconde propriété sont évidentes. 

. .thtli 

e "et que as 

s 

parcourt en même temps que s un système de restes. 

Nous pourrons donc supposer le premier argument inférieur 
au second en valeur absolue et sans diviseur carré. 

La quatrième propriété se démontre comme il suit. Des défini- 



(') Summatio quarumdam serierum singularium, § 2b. Ce théorème est ex- 
primé dans la formule (5) du texte; la démonstration de Gauss est différente. 

( a ) Cette remarque si simple de Dirichlet semble avoir échappé à Gauss. Voir 
Summatio, § 35. 

( 3 ) A priori, A, m, n peuvent être positifs ou négatifs, car de la formule ( \ ) on 
déduit, en changeant partout l'en — i, 

?[( — A) m, n] ?[(— h)n, m] — ?(— A, m/t), 

?[A( — m), n] »( A/i, — m) = <p[ A, (— m)n], 

©(Am, — /i) o[A( — /i),m] = o[A, #ii( — /i)] f 

?[(- *)(- m), -"]?!(- A) (-#!),- m]=r ? [- A, (-m )(-«)!, 

et. sans rien changer, 

?[A( — m), — /i] ?[A( — /i), — m] = © [A, (— m)( — /i)|. 
? [(— A)(— m ), n] 9 [(— A) /*, — m ] = ? f - A, (— im )/i J. 

Cela résultera d'ailleurs de lu démonstration. 
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tions 

<p(/i/?i,/i) = ^V " , o(fm,m) = 2? à e '" , 

5 t 

où s, t parcourent respectivement des systèmes de restes selon les 
modules b et c, résulte 

V^ ( ' JiAiti V^ 25/|2A7ri 

®(hm, n)Q(hn, rn)= >e\ n m/ = > éL "»" J 

*./ *,f 

2, ,îAir< ___ .2/j7t/ 
(/«.f-j-n/i* - - V^ '** 






r parcourant un système de restes (modm/i); car ws -f- n* prend /?m 
valeurs et ces valeurs sont incongrues (mod mn) y la congruence 

m$ + n/= ms' -+- nt'( mod mn ) 

entraînant ms = ms' (mod ri), ni ~nt' (mod m) et, par suite, s = s f , 
t = l f . 

La propriété (4) donne lieu à la généralisation suivante 

(5) ÏIo(AA|, a,-) = <?(/i, /i), n= n«/= A/a/ (* = i,2, ...,X), 

les nombres /*, «/ étant premiers entre eux deux à deux, >oou 
<^o. En effet, on a d'abord 

<p(/iAt, a |) o(/iai, Ai) = ©(A, /i), 
puis 

o(/iai, Ai) = 5>( lia x a % , —\ ®(hci\ — , aj ) = cd( haya^ — ) o(/i A t , tf s ), 

' \ «2 / ' \ a 2 / ' \ «2 / ' 



P 



111 S 



— ©(^ aiaja3i _:J_ )o(/iA 3) a 3 ). 

\ «2«3/ ' 



Dans ce qui suit, a, a ; , a* désigneront des entiers >> o ; e l'unité 
prise avec un signe arbitraire, p, /?*des nombres premiers impairs 
positifs ; h sera toujours supposé premier à n. 



§ 3. SOMMKS DK GAISS. ID 

Je poserai avec Kronecker 

|x| 
sgnx=! — ! pour x f o, sgno = o(M, 

et 

(io> (v/r<? ï '*) = |/r|e rt î r > o, — r<201-h7:, 

d'où, en particulier, 

(vM= IAI, si «>o, 
(/â)= ij/â[, si a < o. 

Voici enfin deux transformations utiles que Ton vérifie aisément 
en faisant les deux hypothèses q e= ±: i (mod 4) 

(A ) i*"n— ; |/y| = rn-r) (^) sgn , y , 

(B) i ' { * / « = £ f \ » ^ . 

(y, gr' impairs) 
Distinguons maintenant quatre cas. 

Premier cas. h = i . — Soit d'abord n =: o (mod 4) et > o, 
n = 4v. Dans la formule 

démontrée précédemment [§ 1, (io)], prenons 

f(v) = e" \ *=*v>o. 

Le second membre devient, puisque -[fip)-\-f(fî)] est ici 
égal à /(o) 

t»7C ,. 1/7C -# Î/7C „ . . 
1* 1* , — (IV — I »» 



(•) Voir Kronecker, Sitzungsberichte, p. 519; i88/|. On voit que sgnx est la 

\x\ 
fonction substituée à ^ — (§1); cctlc fonction peut se représenter analytique- 

ment par l'intégrale 

2 /*" *intx ,, 
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somme égale terme à terme à 

!/* av ,« i^iv + i.i «i!S„v+jv-i,. 

et, par conséquent, à 

s 

Le premier membre devient, en posant v = a/wv — x 

2C - — \x* — 4»lVJr-»-4m*v , ) — 2wiirtî/nv— jr) 



m = — » 
OU 



IW = 00 

si Ton fait 

Ainsi, on a 

(6) y/^I = I ç (i,4v). 

On sait d'ailleurs calculer l'intégrale I; mais, puisqu'elle est indé- 
pendante de v, l'égalité précédente suffit pour déterminer à la 
fois I et ©(i,4v) au moyen d'une hypothèse particulière. On a, 
en effet, directement, pour v = i , 

(7) ?(i>4) =a(H-«) 
et, par conséquent, 

(8) j/|l = i-hi\ 

Les égalités (6) et (8) déterminent 1 et ?(i, 4v) : 

y— _ *«' 

(y) ç(ii 4v) =(i-+- I /Tv ) (v entier positif quelconque). 

Soit maintenant /?^2(mod4) et > o, n=*n'. La formule (4) 
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donne, pour h = i , 7/1 = 2, si l'on y remplace n par /i', 

9(2, n') ? (/*', 2) = <p(i,2n'). 
Or on voit directement que <p (n', 2) = o. Donc 
<p(i,a/i') = o (/i' impair >o). 

Soit enfin n impair et }> o. La formule (4) donne, pour h = 1, 
m = 4, si l'on y remplace n par /*', 

? (4,*')9(n',4) = <p(M'0; 
or, d'après (3), (9), 

? (4,/i') = ? (i,n') 1 _ 
?(i,ïa') = (i-hOI/4a'|, 

et le calcul direct donne 

(io) o(/i\ i) = 2(1-+- i n '). 

Donc 

En faisant les deux hypothèses n' = 4- i(mod 4), rc' = — i(mod4), 
on voit que Ja formule précédente peut s'écrire 

(11; çp(i,7i') = £\ * / Iv^'l (a' impair > o). 

On a donc, en réunissant les résultats obtenus et en tenant 
compte de la propriété (1), 

|(p(i,2«/i') = (i -+- i"sgn/i')|/a a /i'| 
= (i-W)(/^)sgn*', 
~/, «„'\ ^ • a entier £2, 

(12) ( ?('» an ) = o, 

/ln'i-i\i n' impair > o ou <o, 

,(,,»') = ^ "'(-T-)|v^| 

Deuxième cas. n=p et /?p^2. — Désignons par a les £— ^~- 
rcstes quadratiques de /?, par (î les — "p— n o n restes. On aura 
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Or, la somme des racines de xP — i = o étant nulle, on peut écrire 

s r 

Donc 

-2(j)-' H?! -të)2(»?K !î! -(>-* 



ht 



(.3) ?<*,/>) = (£)^ Pf ^ Iv^lC). 

Troisième cas. n =p ct , p ^ 2. — Partons de 
04) ?(*./>«)?(/^ M = <p(i> */»«), 

qui se déduit de (4) quand on y remplace h, m, n respectivemenl 
par 1, h, p a . 

Soit d'abord h impair =? /t' >o ou < o. Si a est pair, 

<pQo°S h') = <p(i, A'), et (i4) suffit pour donner ( 2 ) 

(») A la simple inspection de cette formule, on peut trouver la valeur de (— )• 

D'après (1), en effet, quand /t change de signe, si le second membre est purement 
imaginaire, donc /> =2 1 ( mod4), il doit changer de signe, et s'il est réel, donc 

/?=— i(mod4), il doit conserver son signe. Donc ( 1 = (— 1) * . Mais ce 

résultat viendra mieux tout à l'heure. Kronecker a déterminé 9 (A, p) au moyen 
du théorème de Cauchy {Journal de Crelle, t. 105, p. 267). 
(*) Soit A = FIa-, les a t étant impairs >o ou<o. On peut écrire 

A = n(i + a t — 1). 

i 

Alors 

A = 1-+- S (a,— 1) (mod4), 
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Si % est impair, il faut joindre à (i/f) l'égalité semblable où a = i 
(15) ?(h\p) ? (p,h') = < ? (i 1 h'p), 

afin de pouvoir éliminer 'f (/? a , h') = v(p, h 1 ) par division, ce qui 
donne 

._ 4 .(*J±l')' (/ _ ) /^ ^-1^ ^ ] 

(.6) î(*''/' , )=(^)^ !LlJ), |v / P î l, 



qui convient aussi au cas où a est pair. 
Soit h pair = 2 a 'h f . On aura 

o{**h\ P *) = ? (/>*+- **h\ P *) = ^Cl±^^j ;('— ) | ^|. 

Donc, d'après (16), que A soit pair ou impair, on aura 
(i 7 ) ?(*,/>«)=(— J A * '!•/>"! (A>oou<o). 

Quatrième cas. n = 2 a , tfo/ic A impair = h f > o ou < o. 
Il convient ici d'avoir sous les yeux l'égalité 

a in s/ _£j7*i-t\ s A ' 8 -» 1-4-/ _/llni/ ^'-t 
(G) e * =e* e * \ * / c ' » = —-- « \ " ^ (— ■) • , 



/ 



2 



Ct 

A — l V «i ■ — « / J X 



ici A « / = A * « / 



Cctlc congrucncc qui donne ici A * / = *\ * « / servira encore plu- 

sieurs fois. 
On aura de môme, en remplaçant A, a, par A 2 , a] qui sont — h-i (mod8), 

A»— i \ia}— i . , fi . 

■-T--" 3 !—»- (mod8) * 
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-(— )' 

qui montre, en particulier, que la quantité (1 + 1)/ v * } se 
change en sa conjuguée quand h change de signe. 

Si a est pair, on obtient comme précédemment la formule sui- 
vante, qui, établie pour A' > o, subsiste, d'après (C), pour h f < o : 



<P 



(A',!»*) = (H-1)J \ » / 1/2*1. 



Si a est impair, il faut joindre à (i4) l'égalité semblable où a = 3 
[pour a= 1, <p(/V, a) étant nul ainsi que cp(i, 2 A'), on n'obtiendrait 
rien par l'égalité (1 5)] 

*(*', a«)ï^ À') = *(■.**')• 

La division élimine ©( 2 3 , h!) = cp(2 a , h!) et donne 

o(A',2«) _ 9(1, 2«A') 

çp(/l', 2») *~ 9(1, 2»/V) " 

Un calcul direct fournit 

h'tzi 

<p(A',a«) = 4« * , 

et Ton obtient, par la formule précédente, 

ot-n A'iti 
9(/V, 2 a ) = 2 * e * . 

Donc, en tenant compte de (C), on aura, quel que soit a, 

? (A', 2*) = 0-hi>' ^ f '(-1) 8 l/2«|, 

et, d'après (i)et (C), 

/ th'—i y Qt A , «-i 
(18) <p'(À', sa») = (i-4-O* \ » M-i) 8 |/ï«|. 

Cinquième cas. h, n quelconques. — Portons les résultats 
précédents dans la formule (5), en posant 

71 = 62* JJ />*.*= 62*7*', 

* = i,2, ...,[*, fx-+-i = X, />?*=«*, e2*=a>., n'=Ax, 

donc 

n = Ila £ =A/a/ (* = i, 2, . . ., A), 
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Soie d'abord a yé o, donc h impair = A'. On aura, si a = i , 

(19) o(h\ tin') = o; 

si a > 1 
»! ? (^t a ««') = (J,)jj(^-i)*-r-,' 2 .<-i-)-(— i-^(i+^|/ïi7|, 

d'où, pour A'= i, d'après (12), 

et, par conséquent 

(22) «s>(A',2i3trt')= (^K— 1) » * V * / î (, + | -)|/ a « / i|. 

Soi* maintenant a = o. On aura de même 

d'où, pour A'= i, d'après (12), 

et, par conséquent, 

(24) ?<ïh,n')=^y( 1 T L ) Wn'\. 

Remarquons que (21) contient (23), car, dans (21), pour 
a= o(raod 2), 2 a disparaît de tous les symboles. Ainsi (21) nous 
suffit. Prenons-y a = 2, (jl = 2, ai = a 2 = 1 , e = 1 ; il vient 

(SKS)--^- 

La même formule donne, pour a = 2 , a = 1 , a, = 1 , e = — 1 , 
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et, pour a = 3, jjL=i,a l =i,s = i 1 

(*) -<->"■-■ 

De ces formules on déduit, d'après la définition du symbole de 
Jacobi, en se servant des congruences établies dans une note pré- 
cédente, 

/P\ /n\ |»_i g_i m-1 , v X 8 -l 

(SX?)-'-»""- (v) ='->"•"• (i) -<--•- 

(M, N, P, Q positifs, impairs; P, Q premiers entre eux) 
et, d'après celle du symbole de Kronecker, en multipliant (q)(p) 

(î) -«>->-" 



D, -« . .D* 



(«5> < (tt;«<->-. (b;-<-> 

(A, B, C, D sont des entiers quelconques > o; A', B', C, D' 
sont leurs plus grands diviseurs impairs; A A', BB' t CC sont >o). 

Il est facile de voir(') que la première de ces formules subsiste 
si l'on suppose A ou B négatif, et que les deux premières formules 
sont toujours fausses si A, B, C sont tous trois négatifs. On aura 
donc les formules suivantes absolument générales 

(«Hî)'-" TT " 



C— 1 «nC-l |C| — 1 C'-l 



^._j =(_,)t * =(-i) « =(-,) i ignC, 

( D j=(-0 * «■» — 

(A, B, C, D sont des entiers quelconques >o ou <o; A', B', G 7 , D' 
sont leurs plus grands diviseurs impairs; A A', BB', CC sont > o). 

(*) Pour la première vérification, multiplier le second membre de la première 

/— \ A ~' 

formule par ( — - )( — i) * = i; pour la seconde, multiplier le premier membre 

. A * "' * 

par (-rr-)> le second par (~^-)(~ ! ) 



A_i B'-t 
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Une remarque intéressante est que la valeur du symbole l^J 

est déterminée par les deux formules précédentes. Soit P positif 
ou négatif de la forme 4* — i , el P — i = 2P'; P' sera impair, 
premier à P, et l'on aura 



Donc 



«-m— 



p— ! l> '~ i »gnP— 1 »gn P— I 
1 "*" * î 



(f)(ï).(ï).(-.; 

= (-1) * * + * * / =(-!) * * 

Multiplions par ( ^ j en remarquant que 



P — 1 P — l MTnP — 1 



P-l sRnP-1 /rtX P-l P'-l synP-1 

l) J 2 * > 

P-1 



il viendra 

(-)• • =(p)(- 

/ \ P-U, ~~* M p, - j 

(p) =(-')— v ' — —/-(-.,— 

Comme tout nombre impair peut, au besoin, par un change- 
ment de signe, être ramené à la forme 4 ft — i et que ( p ^ = ( TZZT^f^ ) * 

la formule précédente est exacte pour tous les nombres impairs P 
positifs ou négatifs. 

On verrait de même que la valeur de (-7*-) est déterminée 
par les deux autres formules (26). 

Les deux premières formules (26) ont été établies indépen- 
damment Tune de l'autre; mais la première donne la seconde 
pour À = — 1 et, bien qu'elle devienne illusoire pour A =2, on 
vient de voir comment, à l'aide du cas A = — 1 , on en déduit la 
troisième. Donc, en résumé, tous les cas du théorème de récipro- 
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cité sont contenus dans Tunique formule suivante 

l (4) = (ï)(-.r A1 ^^ +H ^ ^ (1) 

(*7) < 

! ( A, B sont des entiers > o, < o ou = o; A', B' sont leurs 

\ plus grands diviseurs impairs; AA', BB' sont > o). 

Les formules (26) permettent de simplifier encore l'expres- 
sion (22) de <p(/i, n) et Ton a, en supposant maintenant que n r 
peut être négatif et en se servant encore de (1), (A), (B), 

©(/Y, 2/l') = O, 

' h' \ _ >/*'-* \* 

l(h\%*n')=(^)i "V î ^(i-hi)(/ a «n»)Bgnn', 

""">)* ^ * (v / rt') s g n/l ' (A pair ou impair), 
ou la formule unique 

(.») ! .g.Q-w.g.p-.) 

v l 2(1 — a) s 

(A', /i' sont les plus grands diviseurs impairs de A, n, de même 
signe que A, 71; #1 = 2 a n'). 

On déduit de là, par la formule (5), en posant 

n = a Xlaj 1 (7 = 1,2,...), — = Ay, 

/ a J 

— = A , a =2 a a' o , a' = i(mod2), a = o, 
a 

les ay, a étant premiers entre eux, positifs ou négatifs, d'ailleurs 
quelconques, 

.<M.-(î)n(^)A-w[(^w)r 

7 

[# / *•*'— 1 \* -11-8(0) 

i M » / (i-hOj (v^)sgnn. 



(•) La présence du facteur sgnAB dans l'exposant de — 1, rend la formule ap- 
plicable au cas où l'un des deux nombres est ±1 et l'autre o [voir la note (1) de 
la page ia]. Ce cas échappait à la première formule (26). 
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La relation obtenue en égalant ces deux expressions de ?(h, n) 
est la généralisation d'un théorème de Gauss (' ). 

§ 4. Remarques sur le symbole de Kronecker. 

Les propositions démontrées au cours du paragraphe précédent 
donnent lieu à quelques observations complémentaires sur le cal- 
cul du symbole de Kronecker. 

D'abord, si a et b ont un diviseur commun, on a évidemment 

Supposons a premier à b. Si b est impair, lj\ est le symbole de 
Jacobî, et Ton a vu que 

Soit maintenant 6 = 2P6', b f impair, [î^o, a = i (mod 2). On 



aura 



(a\ _ (i$\ ( a\ _ /2?\ f a^-l b'\ _ / aP \ ( a + \b' \ 

\*)~\")\V/~\ï)\ b' )-{a(a + lb'))\ b Y 

Si jâ est pair, on a évidemment 



(') Summatio quarumdam serierum singularium, § 32. — M. H. Webcr 
{Journal de Cretle, t. 74) et, après lui, M. C. Jordan {Comptes rendus, 
t. LXXIII, p. i3i6; 1871) se sont occupés des sommes de Gauss a plusieurs va- 
riables. M. Jordan ramène très simplement le calcul de 



*-£" f\ 



où / est une forme quadratique, a celui des sommes de Gauss a une variable. 

J'ai rencontré une partie des calculs précédents dans les Vorlesungen ùber 
die Théorie der eltiptischen Modulfunctionen de F. Klein, t. II, p. 36'j. Mais le 
point de départ y est tout différent. 
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Si (3 est impair, prenons X = o (mod8) = 8|x et concluons 

fft\ - / ^ \ { a -+-*\ J - f >' \ _ / q-+-8 { JL6 , \ 
U/~U(«-+-8hl6')A * /~\ * )' 

Ainsi, dans le cas où l'on a à la fois &E=2(mod4) et 
a premier à b, on a 

(ï)-( s ^ èi ) <»>•-<•>■ 

dans tous les autres cas 

Convenons dès maintenant de dire qu'un nombre a ta forme de 
discriminant quand il est = o ou = i (mod4), et la forme de dis- 
criminant fondamental quand il a une des trois formes 

P, -4P, ±8P, 

P étant positif ou négatif et = -+- i (mod4)( l ). 

Kronecker a énoncé ( 2 ) la proposition suivante souvent utile : 

Si a a la forme de discriminant } on a 

(ïHrrxs) <*>•»■<•>. 

pourvu que b et b -\-\a soient positifs, 

La démonstration en est facile. Si a et b ont un diviseur com- 
mun, l'égalité subsiste évidemment, quels que soient a, b et X. 
Soit donc a premier à b. Si a = -f- 1 (mod4), 6=2?6', 
b f == i (moda), (3^o, on a de suite 

U/ U/ \ a )-\b + \a) % 
Si a = o(mod4) = 2 a a', a'= i (mod2), a^2, 6= i (mod2), on 



(') Ces dénominations seront justifiées dans la théorie des formes quadratiques 
( J ) Sitzungsberichte, p. 776; i885. 



«' — 1 / A — 1 X'rt'-H A— I v 



§ 4. REMARQUES SUR LE SYMBOLE DE KRONECKER. 27 

a encore, d'après les propositions précédentes, 

( X' > o ou < o ; b -h X'«' > o), 
et, si à' = o(mod4), 

(i)-(ï)(^)-)- ,,iï! *- 

= ( i//\. , ) ( . 1, , )> X' = o(mod4). 
\6(6-f- X a )/ \6-r A a/ v ' 

Si a est pair, le premier facteur se réduira à l'unité, et, en prenant 
X' = o(mod2 a ), 6 -4- Va' sera de la forme 6-hXtf >o. 

Si a est impair, donc ^ 3, puisque a a la forme de discrimi- 
nant, en prenant X' = o (mod8), on aura 

6(6 -4- XV) = 6« «= i (mod8 ), 

el le premier facteur se réduira encore à l'unité; en prenant 
X'= o(mod2 a ), b-\-Va f sera de la forme 6 + Xrtf>o. Dans les 
deux cas, le théorème est établi. 

On voit par cette démonstration que, si a est positif, ou, si a 
est négatif et 6(6 -t- Xrt)> o, on aura, quels que soient les signes 
de b, 6 h- \a, 

\b) = \b + Ka)' 

et que, si a est négatif et 6(6 -h Art) < o, on aura toujours 

\b) = ~~ \6TT«/ 
Ces divers résultats peuvent être réunis dans une seule formule 

(/ _ \ wnrt-i airn ;//(&4-)>/ïi| — l 

(« avant la forme de discriminant). 
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(-)c* n > 2 ( / e * " ' principalement 

s s 

dans le cas où n a la forme d'un discriminant fondamental. 
Considérons les sommes 

(« = i, a, . .. | /i| ou s = o, i, 2, . . . | /i | — î ; h premier ou non à /i), 

qui, pour/z = ±:i se réduisent à l'unité. D'après le paragraphe 
précédent, si n^â 2(mod4), on peut aussi bien faire parcourir à 
s, dans la définition de ^, un système de restes (mod/i) positifs 
ou négatifs, et si na la forme de discriminant, on peut de même, 
dans la définition de <J> f , faire parcourir à s un système de restes 
positifs (mod/i). 

Ces sommes ont les propriétés générales suivantes : 

| ♦(-*.») = ♦(*.-») 

\ est imaginaire conjuguée de 

(1) j ♦(*.«) = ♦(-*, -i), 

\ <|/i( — A, «) est conjuguée de tyi(h, n)\ 

(2) { [ A == Ai (mod/i)|, 

(3) ... . . , ,. , (a premier a n), 

ty(hm, n)ty(hn, m) = ty{k, mn) 

[/n, n premiers entre eux, positifs ou négatifs et ^ 2(mod4); h en- 
tier quelconque, positif ou négatif], 

ty l (hm 1 n)^ l (hn 1 m) = ty%(h, mn) 

(m,n premiers entre eux, positifs ou négatifs, ayant la forme de 
discriminant; h entier quelconque, positif ou négatif). 

Les trois premières propriétés sont manifestes. 
La quatrième se démontre comme il suit. On a 



(4) 



♦ (Am f n)+(A/i f iii) = 2(j)(^) 






n\\ t = 1,1, ...| nt\ 
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cl, d'après le paragraphe précédent, en verlu des hypothèses faites, 

Ihltt 



$(hm t n)ty(hn, m) = £ ^ J ^ J 

même 



«m' + Jd'i 






On voit ensuite, comme au § 3, que sm 2 -f- tn 2 parcourt un sys- 
tème de restes (modm/i), et ces restes sont évidemment positifs 
si s et / le sont. La propriété en question est donc établie. 

On a trouvé (§ 3), dans le cas où p est premier, positif, et h 
premier à p, positif, l'égalité 

Vh,p)=(±)i^'\yTp\ 

qui subsiste évidemment si h == o (mod/?), car le premier membre 
se réduit alors à\V— l = o(§ 3), et si h est < o, d'après la va- 
leur de (— -)• 

On en déduit, par une généralisation de la formule (4) analogue 
à celle de la formule (5) du § 4, en usant du théorème de réci- 
procité, 

+(A,P) = (p)'' ( " 7i), |/P| 

(P produit de facteurs premiers impairs différents et positifs; h positif, 
premier ou non à P). 

L'examen des divers cas possibles montre facilement la vérité 
de la formule plus générale 

U(*.p ) -(*).* f ( I ^)Wl-({)r'(W(^).g-P 

((P impair, sans diviseur carré, positif ou négatif; h positif ou 
négatif, premier ou non à P). 

Remarquons que »}(A, /?*) est nul si a est pair, p premier, pair 
ou impair et h premier à /;, car alors ( -^ ) étant toujours égal 
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à + i ou à o, on a 

♦(A,^)=2/ "* - 2 / "« =- J e r" -o. 

Donc, A, M étant premiers entre eux, positifs ou négatifs, si 
quelques-uns des facteurs premiers de M ont un exposant pair, on 
aura toujours, du moins quand M ~ 2 (mod4), 

4*(A, M) = o. 

Remarquons encore que, si a est pair, ou /?= i (mod4), ou 
p= a, on a 

♦(*./>«) = +!(*,/>*); 

et, par conséquent, si les facteurs premiers qui entrent dans M avec 
un exposant pair sont = i (mod4)i <> n aura aussi 

+,(*, M) = o. 

Je désignerai désormais par P, h, n des nombres positifs ou né- 
gatifs, sans diviseur carré, et P sera en outre supposé impair (dans 
les formules finales on pourra toujours ajouter à A, dans les deux 
membres, des facteurs carrés premiers au second argument). On 
aura alors, quand h sera premier à 4P, 

♦ (A, 4P) = o. 

Calculons ^(A, 8P) {h premier ou non à P) en parlant de 

<J,(À, 8P)=t(8A, P) + (PA, 8). 

Un calcul direct donne 

donc 

♦(*, «P)= (^)'" P(! ^ ), (/P)»g"P(A)/8. 

(6) ♦(*,8P)=(jp)r P (^(^8P)«gnP. 

Supposons A >o, P = i(mod4)dans(5)el(6), et confondons P 
et 8P dans la notation P ( . Ces formules se réuniront en une 

(7) +(*,Pi)=(^)(/P;)»gnPi 
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OU 

( *(AsgnP 1 ,P 1 ) = + 1 (AsgnP 1 ,P 1 )=(^)(/P;) 

<8) < 

i [Pi = P ou 8P, P=i (mod4) sans diviseur carré: h positif quelconque 

premier ou non à P]. 

Venons au calcul de 4, (A, 4P)?^i(A, 8P) quand P^ — i(mod4). 
On a, puisque — P et — 4 ont la forme de discriminant, 

♦i(A,4P) = +i[A,(-4)(-P)] = +i(-4A. -P)*i(-PA.-4) 

= <l(— 4'', — P)^(— pa, _4). 
Un calcul direct donne 

4>,(— /i, — 4) = aisin^ = ai(^Wnn = a(-M««. 

Donc 

^(A,4P)=(^).- P( ^ i), (^P)sgn(-P). a (A) l P*. 

= ^>)(p 4 Â)' W(/ - liT)sg,,( - P) - 

/ /p. i|m(-P)-l §gn(-A)-l 

~ (^r)<-')"~ T " _i " _ « w (/=7p)»gt.(-P) 

et, si de plus h > o, 



ou 



4; l (A 5 gnP,4P)=(Ç)(/4P) 



(9) j 

( [P s= — i (mod4), sans diviseur carré; h entier positif quelconque]. 

4*« ('*> 8P) se calcule de la même manière. Puisque — 8 et — P ont 
la forme de discriminant, on a 

fo(MP) = <MM- 8) (- P)] = *i<- «A, - P)+i(- PA, - 8). 
Or, un calcul direct donne 

<N ( — *» — 8) = atsin -t~(i — e n ™) = ( ) ifë sgn/i. 

Donc 

*i(^8P) = (^)* P (^)(v^^)sgn(-P)(£^)i/8sgnP/*. 
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et, si h > o, 

<MA,8P)=(^)i-«(/=TP) 
ou 
(,o) j ^(A Sg nP,8P) = (^)(v/8P) 

( [P == — i(mod4), sans diviseur carré; h entier > o]'. 

Enfin on peut réunir en une les formules (8), (9), (10), en 
écrivant 

2(T) c7iï:r =(x)(^)(-)-'--^- 

(s = 1, 2, . . ., |D | ou = o, 1, 2, . . ., |D | — 1\ h entier positif ou 
négatif; D discriminant fondamental). 

On peut négliger le terme correspondant à s = | D | ou à s = o qui 
est toujours nul. 

Pour h = |D | et |D |;> 1, la formule (11) devient 

(la) 2 u0 =o « d -i> | )- 



(') Kronecker a donné sans démonstration la formule (voir Sitzungsberichle, 
p. 780; i885) 

2(^) e "^ = (ï) (i ^ (* = ^3,5, ...,2|DJ-i; A>o), 

s 

en faisant remarquer qu'elle se confond avec la formule (18) si D :=i(mod4) 
[2, 4t 6, ..., sont alors congrus à |D |-f- 2, | D |-h 4, .. ., (modD ) et ces der- 
niers nombres sont impairs]. Mais cette formule parait inexacte si D = o(mod4), 
les termes où j = |I) |-f-i> |D | +3, ... reproduisant ceux où s = 1, 3, 5, — 



CHAPITRE II. 

PRINCIPES DE LA THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES. 



§ 6. Généralités. 

a y b y c étant trois entiers et x, y deux indéterminées, l'ex- 
pression 

aar* -+- bxy -+- cy* = ( a, 6, c) 

se nomme forme quadratique de discriminant 

b*—tac= D. 

Ce discriminant D sera supposé n'être jamais carré parfait. On 
voit qu'il est toujours = o ou = i (mod4), et que b e= D(moda). 
En enlevant à D son plus grand diviseur carré Q' 2 , on obtient un 
produit de facteurs premiers distincts qui est = i, 2, ou 3 (mod4). 
Dans le premier cas, il a la forme de discriminant. Dans les deux 
autres cas, Q' 2 contient forcément un facteur 4 que l'on adjoindra 
au quotient précédemment formé pour lui donner la forme de 
discriminant. Le discriminant ainsi formé se nomme le discrimi- 
nant fondamental D et l'on aura ainsi 

D = D Q', 
Q étant un entier, et D ayant l'une des trois formes suivantes 



►0= p 


avec 


P== 1 (modj), 


>o=4P 


a\ec 


P — — 1 (mod4), 


> =8P 


avec 


P=dzi (mod4). 



Si ff est le plus grand commun diviseur de a, b, c, la forme sera 
dite de l'espèce ou de l'ordre ?. Si ? = 1 , la forme est dite pri- 
mitive. On voit qu'il n'existe de formes de l'ordre o->i que si 



S-G)'- 



4 — a la forme de discriminant. Cela ne peut avoir 
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lieu que si t divise Q ; car <r 2 doit diviser D, cl D perd avec un seul 
facteur carré la forme de discriminant. En particulier, il n'y aura 
de formes du second ordre que si Q est pair et alors il y en aura 
toujours. Si D ~ i (mod4)et Q = 2 (mod4), les formes d'ordre 2 
sont les formes improprement primitives de Gauss. On voit 
d'ailleurs immédiatement que les formes primitives où D = o 
(mod4) sont les formes proprement primitives de ce géomètre. 

Sauf indication contraire, toute forme sera supposée primitive. 

Si l'on fait 

( y = yx -+• oy , 

autrement dit, si Ton applique à #', ^ la substitution ( *]> 
(a, b, c) se changera en une forme a', V , d où 



<*) 



Le nombre a8 — ^y est Y ordre ou le degré de la substitution. 

Si aS — Py = 1 , la substitution est dite linéaire, primitive ou 
propre et (a, 6, c) est dite équivalente à (a 7 , 6', c'), ce qui s'écrit 

(a, 6, c)oo(a\ 6', c'). 

On voit qu'alors (1) est résoluble par rapport à x', y 1 en nombres 
entiers, si x, y sont eux-mêmes entiers, et que, par suite, on 
pourra revenir de (a', U, d) à (a, b, c) par la substitution 



a' 


= 


aa,* 


•4- 


bay 


-hcy», 




V 


= 


iaoi$ 


-*- 


6(«3 


+ Py) 


■+- 2cyû 


c' 


= 


a$* 


-4_ 


6pa 


-hc8». 





(-: -:) 



qui est dite inverse de la première. 

Quand D est <C°> (#> &♦ c ) garde toujours le signe de ses coeffi- 
cients extrêmes, qui sont alors de même signe. On voit donc, 
d'après (2), que ce signe se conserve dans les formes équivalentes 
à (a, 6, c). On voit, d'autre part, que l'équivalence 

(a, b> c)co(a', b', c' ) 
entraîne la suivante 

( — a, - b. --r)co<— «'• - b' . — c'). 
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Si donc D < o, il ne sera jamais question, sauf avis contraire, 
que de formes positives (à. coefficients extrêmes positifs). 

Si aô — (Jy = — i , la substitution est dite improprement pri- 
mitive ou impropre et les formes (a, 6, c), (a', 6', d) impropre- 
ment équivalentes. 

En appliquant d'abord la substitution ( a Ç ) = S, puis la sub- 
stitution l* \, j = S', on obtient le produit ou la substitution 
composée de S et de S' 

où Tordre des facteurs composants n'est pas indifférent. Si s est 
le déterminant de S, e' celui de S', le déterminant de SS' comme 
celai de S' S sera es'. 

Le produit de deux substitutions inverses Tune de l'autre est la 
substitution unité 



(::) 



et l'on désigne les deux substitutions par S, S** 1 pour écrire 
SS~ , = i. Le déterminant de S est toujours le même que celui 
de S" 1 . 

Deux formes de même discriminant ayant un des coefficients 
extrêmes commun et des seconds coefficients différant seulement 
d'un multiple pair de celui-là sont dites parallèles ('). Elles sont 
équivalentes; ainsi 

(a, 6, c)oo(a, b', c'), 
si 

b' = b ■+- iha, 

et la substitution permettant de passer de la forme (a, b, c) à la 
forme (a, 6', c) est 

on a alors 

c'= c -h bh-h ah*. 



(*) Voir Diriciilet, Vorlesungcn liber Zahlentheorie, §bG; note de M. Dedekînd. 
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De môme 

(a, b, c)uo(a\ b\ c), 
si 

b' = b -h ikc, 

et la substitution qui change (a, b 9 c) en (a', 6', c) est 

U :)-(: :)*• 

Mais les équivalences 

(a, 6, c)oo(a, b', c'), (a, 6, c)oo(a', b% c) 
n'entraînent pas respectivement les congruences 
b ~ b'(mod2a), b == 6(mod2c); 

on en verra un exemple au § 7. 

Les formes opposées (*) (a, 6, c), (a, — 6, c) sont impropre- 
ment équivalentes : la substitution qui change la première en la 
seconde est 



C _:)• 



Les formes associées ( 2 ) (a, 6, c), (c, 6, a) sont aussi impro- 
prement équivalentes : la substitution qui change la première en 
la seconde est 



(::)• 



Le produit de ces deux substitutions étant nécessairement une 
substitution propre 



(-: :)• 



on a 

(a, 6, c)oo(c, —6, a). 

Ces formes sont dites complémentaires ( 8 ). 



(») Gauss, Disq., art. 159. 
( a ) Gauss, Disq., art. 187. 
(*) Dirichlet, Vorlesungen tiber Zahlen théorie, § 56; note de M. Dedekind. 
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Les deux substitutions 

qui changent une forme en une forme parallèle ou en une forme 
complémentaire, sont dites fondamentales et toute substitution 

primitive ( \ \ = S résulte de leur composition. En effet, on a 
d'abord 

A = ( l j étant la substitution analogue à C, conservant le pre- 
mier coefficient. Formons maintenant les substitutions 

S,= SC'S S,= S,A-*. > S, = S t C*. f 
Su- = Sj/_i A-*«--i, Si/ + i = St/C*«-, »... 

En posant 

s*=(" *). 

\ Y* ô * / 
on aura 

et Ton pourra prendre les h tels que 



IHM-llS 



'A 






La série |fî|, |a 4 |, |jî 2 |, |a 3 |, ..., se composant ainsi d'entiers 
positifs décroissants, conduira, après un nombre fini d'opérations, 
à un terme nul. Si c'est (3 2/t = o, donc a 2w 82/1= 1 > donc a 2 „= 3 2w = e, 
e étant égal à ±: 1 , on aura 

S t „ = ( e 0> l = f Ê °^G e ^. 
\Yî« e / \o £/ 

Si c'est a 2 „ +l = o, donc (3 2 , 1+l y 2/1+i = — 1 , (3 2/l+l = ■— Yaw+i = e > 
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Comme on a d'ailleurs 

S = S,C-''= S,.V'.C-''= S 3 C-''=.AA,C-'' = . . ., 

le théorème est démontré (*). 

Définissons encore les formes contiguè's, d'après Gauss. La 
substitution 

transforme 

(a>b,a x ) en (ai,6i,at), 
b x = — b — ia\h, a t = a -h bh -+- a,\ h* ; 

(a, b t , a 2 ) est contiguë à droite de (a, b 7 a t ), (a, 6, a<) est con- 
tiguë à gauche de (ai, 6 l5 « 2 ) ( 2 ). 
Inversement la substitution 



C -:)-(_: ;r— 



transformera (c i , 6, c) en une contiguë à gauche (c 2 , 6i, c«) où 
6i = — 6 — %C\h, Cj = c -+- bh ■+■ c t A*. 

On peut choisir A tel que |£||^|c<|. Si JC|| est en même temps 
> |c 2 | prenons encore une contiguë à gauche de (c 2 , 6i, Ci), soit 
(c 3 , 6 2 , c 2 ), où |fr 2 |^|c 2 |, et ainsi de suite jusqu'à ce que l'on 
arrive à une forme (c rt+l , 6„, c n ) } où l'on ait toujours |6/j|^|C/i|, 
et en même temps |c,j|^|c,i +l | : on y arrivera après un nombre 
fini d'opérations, puisque, tant que cette dernière condition n'est 
pas remplie, les c t décroissent quand leur indice croît. On saura 
ainsi trouver une forme (a, b y c) équivalente à une forme donnée 

et telle que 

W%lc\è\a\. 

Dans le cas D<o où, par conséquent, |c|= c, |a|= a, les con- 
ditions 

\b\<c<a 



(») Cette démonstration est empruntée à l'Ouvrage de M. Wcbcr Elliptische 
Functionen und algcbraischc Zahlcn, § "25. Voir aussi Khonecker, Monats- 
berichte, octobre 1866. 

(-) Gauss, Disq., art. 1G0. 
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caractérisent une forme réduite ( * ). Le nombre des formes réduites 
est fini, car des inégalités précédentes on déduit (D < o) 



46*— è»<4ac— &', donc 



^ 



4 C j__ c î< 4 ac — 6», donc |&|<cli/L- !. 

& ne pourra donc prendre qu'un nombre fini de valeurs positives 
et négatives à chacune desquelles correspond un nombre fini de 
couples a, c satisfaisant à ^ac = b 2 -\- |D|. . 

Dans le cas D > o, on nomme réduite toute forme (a, 6, c) sa- 
tisfaisant à 

o</5 — b<<i\a\<\/D + b, 

conditions qui exigent évidemment b > o et ac < o (car 6 < y/D 
donne ft 2 < 6 2 — ^ac). Ici encore, on peut toujours trouver une 
forme réduite équivalente à une forme donnée quelconque (c t y b,c). 
Prenons une contiguë à gauche (c 2 , b i9 c«), où b t soit compris 
entre y/D — 2 |C| | et y/D : il y en a toujours une et une seule, car 
si E est le plus grand entier < y/D, les nombres entiers 

E, E-i, ..., E — a|ci| + i, 

compris entre y/D et y/D — 2 | c h | forment un système complet de 
restes (mod2C|). Si alors |c l |>|c a |, on répétera l'opération 
comme précédemment jusqu'à ce que l'on arrive à une forme 
(c«+o b n ,c„) où \c n \^\c n + K \ en même temps que 

JV-\ic n \<b n <)/î5. 

Changeant les notations pour simplifier, on voit qu'on peut 
toujours trouver une forme (a, 6, c) équivalente à une forme 
donnée et telle que 

|c|<|a|, /L>-2|ci<6<v / D. 
Cette forme est réduite. En efTet, les inégalités précédentes donnent 
(3) o<v/D-&<2|c|::-2|a|, 



(') En prenant les continues à droite, ou arriverait, comme Diriehlel. à une 
forme réduite définie p;u \h\ '. n ' '•. 



j y — <I OU 


-6 + /DI 


ia !<'• 


> 1 OU 


2C 


| _ 6 — v/D 

> I OU - 

1 ia 


v/D-6 
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donc 

(4) 
et 

(5) -iJ£L>i ou - 7 =p- T >i ou 1 ~_ T ~ >i 
y D — 6 

ou 

(6) /D-hft>a|a|>^D — ô>o. 

Les inégalités (6) caractérisent une forme réduite. 

Le nombre des formes réduites de discriminant positif est fini, 
car les conditions (6) exigeant, comme on l'a vu, 6^>o, ac<o, on 
aura 

(7) D-6* = 4|a||c|, 

et b ne pourra prendre qu'un nombre fini de valeurs, pour cha- 
cune desquelles les couples a, c satisfaisant à (7) seront aussi en 
nombre fini. 

Deux formes équivalentes à une troisième étant équivalentes 
entre elles, on pourra ranger dans une même classe toutes les 
formes équivalentes à une forme donnée. La classe principale 
est celle qui renferme la forme principale 

[X=aD (mod4), o<X£i]. 

Toute forme étant équivalente à une forme réduite, et le nombre 
des formes réduites étant toujours fini, le nombre des classes sera 
lui-même fini ( ! ). D'ailleurs nous le calculerons. 

Remarquons enfin que deux formes (a^b^c), (a' y b\ d) de 

même discriminant D et d'ordre c, sont équivalentes, si les formes 

. . . fa b c\ (a! V c'\ * ,. . . D * , • 

primitives (->->->(—>->-) de discriminant -r sont équiva- 

lentes et réciproquement. On est donc, en définitive, toujours 



(•) Voir une théorie toute différente des formes réduites et de leur équivalence 
dans les Vorlesungen iiber die Théorie der Modulfunctionen de F. Klein, 
t. I, p. 243; t. II, p. 161. 
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ramené à Tordre primitif. Ainsi, en particulier, quand il s'agit 
des formes du second ordre, au cas où D© = i (mod4) et 
Q =2(mod4) on est ramené aux formes primitives de discri- 
minant D = D = i (mod4)- 

J'ai déjà fait observer que les formes primitives de discriminant 
D = o(mod4) représentent les formes primitives de Gauss, et 
les formes primitives de discriminant D~ i (mod4) ses formes 
improprement primitives. Cette remarque permet d'employer 
facilement les tables construites par ses soins (*) sans perdre les 
avantages de la notation de Kronecker. 

§ 7. Formes ambiguës. 

Deux formes peuvent être à la fois proprement et improprement 
équivalentes. Ainsi (3, s*6, 18) se change en ( — 5, — 10, 18) par 

les substitutions f _ ) et (_ * )' dont ' a première est 

propre, la seconde impropre. Dans ce cas, chacune des deux 
formes est improprement équivalente à elle-même; car, si S est la 
substitution propre, S' la substitution impropre changeant (a, 6, c) 
en (a', 6', d) y S' S~* qui change (a, 6, c) en elle-même sera im- 
propre, de même SS'"" 1 tandis que SS _I S'S'"" 1 donnent la sub- 
stitution unité par laquelle évidemment toute forme se change 
proprement en elle-même. 

Inversement, si deux formes équivalentes (a, b, c), (a 7 , b f , c') 
sont improprement équivalentes à elles-mêmes, elles sont à la 
fois proprement et improprement équivalentes entre elles; car 
soient S une substitution impropre changeant (a,b,c) en elle- 
même et S' une substitution propre changeant (a, 4, c) en 
(a', b\ c'), S S' sera une substitution impropre changeant (a, 6, c) 
en (af, V , c 1 ). 

Puisqu'une forme est toujours improprement équivalente à son 
opposée, elle lui sera en outre proprement équivalente, si elle est 
improprement équivalente à elle-même, et réciproquement. Donc, 
dire qu'une forme est improprement équivalente à elle-même, 
c'est dire qu'elle équivaut à son opposée, et réciproquement. 

(») Voir Werke, t. II, p. 'po et p. 5ai ; Disg., art. 303 
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Si( g J est une substitution impropre changeant («, è, c) 
en elle-même, on a a = — 3. En effet, les hypothèses donnent 

(i) aa«H-Y(£*-+- cy) = a, 

(a) aaafi -4- 6(a8 -h ffy) ■+- ac^S = 6, 

(3) «8-Py = -i. 

La seconde équation devient, si, d'après la troisième, on y rem- 
place Py par 1 -+- ao, 

(4) aa[i -h 8(6a -+- c?) = o, 

et, en éliminant bai H-cy entre (1) et (4), on obtient 

aa*8 — aa[ÎY = a8. 

On peut diviser par a qui est ^é o (sans quoi D serait carré); donc 

(«1-1)8 = «p Y , 
et, comme (3y = 1 4- a8, 

(a*— 1)8 = <n-a«8, ou a = — 8. 

Donc, quand une forme est équivalente à son opposée (impro- 
prement équivalente à elle-même), toute substitution impropre la 
transformant en elle-même est nécessairement de la forme 



(;.:) 



pï= 



Si y = o, donc a = :h 1 = e, (4) donne 

et l'on vérifie qu'inversement, si b = a fie, la substitution ( 6 __ ) 

transforme(a, 6, c) en elle-même. Ainsi une forme où 6 = (moda), 
non seulement est équivalente à son opposée et, par conséquent, 
improprement équivalente à elle-même, mais encore se transforme 

en elle-même par la substitution particulière f * _j)(t = ±i). 

Une telle forme est dite ambiguë (*) et est caractérisée par l'une 



(') Gauss, Disc., art. 1G4. 
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quelconque des deux propriétés 
b = o (moda), 



(5) , 

| Y — ° dans une substitution impropre qui la transforme en elle-même 

On voit que, étant donnée une forme ambiguë, il existe tou- 
jours une forme parallèle (a, ft, c) où b = o, ou b = a. 

Toute forme (a, 6, c) équivalente à une ambiguë est équiva- 
lente à son opposée. Car soit S une substitution transformant 
(ctyb, c) en une ambiguë; (a, b, c) se transforme en elle-même 
par la substitution 

■C -'.)"• 

évidemment impropre. 

Ainsi (5, 6, 2), qui se déduit de la forme ambiguë (1, o, 1) par 

la substitution ( J, équivaut à (5, — 6, 2) et à ses formes pa- 

rallèles 

(5, — 6-hioA, 1 — 6A-h5à*). 

En prenant h = 1 , on a 

(5,6,2)00(5,4, 1). 

C'est un exemple de formes des types (a, b, c), (a, 6', c?) équiva- 
lentes sans que Ton ait A = 6' (mod 2a). 

Une classe qui contient une forme ambiguë est dite ambiguë et 
est identique à la classe opposée, car toutes les formes de la 
classe sont équivalentes à la forme ambiguë et par conséquent à 
leurs opposées. 

Réciproquement, toute forme f équivalente à son opposée est 
équivalente à une ambiguë. En effet, fse transformera en elle- 
même par une substitution de la forme 



(;-!) 



»+ftr = «; 



et y est 7^ o, sans quoi f serait elle-même ambiguë. Cherchons une 
substitution propre 



c:) 



>Ù X p — (JLV = I, 

changeant /en une équivalente ambiguë <p. Il faut pour cela et il 
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suffit que, dans la substitution composée impropre 

(_:-;)(; -!)C.:) 

qui changea en elle-même, le troisième coefficient yX 2 — 2aAv — |3v 2 
soit nul. Cette équation du second degré en - dont le discrimi- 

nan t 4 (a 2 -f- fiy) = 4 donne 



si on prend alors pour X, v les deux ternies de la fraction réduite 
équivalente à -=-, on trouvera p, |x par l'équation de Diophante 

Xp — fXV = I . 

Remarquons qu'au lieu des conditions simultanées (5) on aurait 
pu choisir les suivantes 

I6==o (mode), 
}J == o dans une substitution impropre qui transforme (a, b, c) en 
elle-même, 

ce qui permet d'élargir la notion d'ambiguïté, et de nommer am- 
biguë une forme (a, 6, c) où b est divisible par a ou par c, admet- 
tant par conséquent une substitution impropre ( *j qui la 
change en elle-même et où respectivement y ou [3 soit nul. 

§ 8. Problème fondamental de la théorie des formes quadratiques. 

Le problème fondamental de la théorie des formes quadratiques 
consiste à reconnaître si deux formes données sont équivalentes, 
et, dans ce cas, à trouver toutes les substitutions changeant l'une 
de ces formes en l'autre. 

La première partie se résout en remplaçant les formes proposées 
parles formes réduites équivalentes. On est donc ramené à l'étude 
des cas d'équivalence des formes réduites. Celte étude nous en- 
traînerait trop loin; je me contcnlerai de rappeler que, par elle 
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seulement jusqu'ici, on est arrivé à un algorithme fournissant 
les plus petites solutions positives de l'équation de Pell 

fî_Da*=4<x» [D==o (mod<T*)], 

quand D est positif (*). 

La seconde partie est indispensable. Soient /", cp deux 
formes données équivalentes, S une substitution changeant/ 



(*) L'observation suivante, qui appartient à cette théorie, reviendra plus tard. 
Si Ton a 

ax* -h b xy -f- cy' = a'x' 1 H- b'x'y' -h c'y' 7 , 

x = ax'-h$y', m 

«o — Pt = i, 

y = yx -+-87, 

donc 

Ia' — aa* -f-ôaY-hCY', 
b' = aaap -h 6(aS -+- py) -+- ac-fô, 
c'= a p'-hôpS-t-cS*, 

w = — et«'= — , étant respectivement les racines de 

y y 

aci) a H-6<i>-+- c — o, fl'u f, + é'u'+c'=o f 
on a évidemment la relation 



< 2 > w = =zrrv w = 



ao' -H Q , — Su -f- 
^ — ; — Ç » w = - ; 



mais ce qui importe, c'est que les deux racines <•>, <*' liées par celte relation 
sont de même nom, c'est-à-dire que le radical a le même signe dans o> et dans w'. 

En effet, la relation précédente donne, si w = ; — - — , 

t — 6(— i+\/'i))+2?a 

W = ' 'y 

y( — b -h v/D) -2«a 
en rendant le dénominateur rationnel et en tenant compte de (1), on en déduit 

<o — -r- — • 

Réciproquement, si (a,b,c), (a',b',c') ont môme discriminant, et que deux 
racines de même nom <■>, w' soient liées par (2) (avec a8 — Py = 1), les deux formes 
sont équivalentes, et la première se change en la seconde par la substitution 

( \J. Car par cette substitution (a, b, c) se change en une forme dont une 

racine est u' de même nom que w et liée à « par ( a ) ; la seconde racine, qui ne dif- 
fère de tu' que par le signe de v/^D, appartient aussi à (a', b',c'). Donc cette forme 
ayant mêmes racines et même discriminant que («',&', c') lui est identique. 
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en <p, et T,(« = i , a, 3, . . . ) toutes les substitutions transformant 
y en elle-même. Toutes les substitutions S changeant/ en <p sont 
contenues dans l'expression T/S , et chacune une fois seulement. 
En effet, SSj" 1 est une des substitutions T/, soit T t ; donc 

S = SSô l S = T 1 S . 

De plus, T a So7^TpS , sans quoi on aurait T a =Tp. 

Cherchons donc toutes les substitutions propres ( ^ J chan- 
geant une forme (a, b, c) en elle-même. Il faut pour cela et il 
suffit qu'on ail 

(i) Xp — [xv = 1, 

(a) a'= aX* -+- ôXv -+- cv* = a, 

(3) b'= 2aXfi-i- 6(Xp-t- [Av)-t-2cvp = 6. 

Ces trois équations suffisent, l'égalité du discriminant entraî- 
nant d=c. D'ailleurs, l'équation c f = a |x 2 -f- b [xp + cp a = c ne 
peut remplacer (i), car on veut que la substitution soit propre. 

On peut écrire (3), d'après Xp = |xv 4- 1, 

(3') aXfx-f- ôjjlv 4-cvp = o, 

et l'élimination de 6, puis de c, entre (2) (3') donne 

(4) ap-f- cv = o, 

(5) a(X — p)-t-6v =0, 

(4) et (5) remplaçant (2) et (3). Soit S le plus grand commun 
diviseur de a==a'8, c = c'8, premier, par conséquent, à b\ (4) 
donne 









v= — 


a (jt 




ou, en 


posant 


c' ' 


= — il (entier), 












v = a' a', 


[*= — 


cV, 


et (5) 


devient, 


en 


divisant par a', 












8(X — p)H-6a' = 


0, 








X-p = 


6a' 

8 ; 


» 
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o, premier à 6, divise u f = w8, et l'on a 

X — p= — bu, \l = — c«, v = «u, 

u étant un entier inconnu auxiliaire qui, introduit dans (i), donne 
pour quatrième équation 

Xp = i — acu*, 
ou 

(X +p)*= (X — p)«-h ilp = D««+ 4. 

Prenons un second entier inconnu auxiliaire A -h p = t; nous 
serons ramenés à un système de cinq équations : 

/ . t — bu 

i A = , jx = — eu, 

(6) 

au, p 



f v = r 



(7) #i-Da«=4- 

On voit sur cette dernière équation que f, u seront de même parité, 
si D = 1 (mod4), donc 6 = 1 (moda), et que, si D = o(mod4), 
donc 6 = (mod2), / sera certainement pair. 

Réciproquement, t, u vérifiant (7), les nombres (6) four- 
nissent une substitution transformant (a, 6, c) en elle-même. 
Car, d'après la remarque précédente, X, jjl, v, p seront entiers, et 
Ton vérifie sans peine que leurs valeurs (6), moyennant la con- 
dition (7), satisfont aux équations (1), (2), (3). 

On voit de plus qu'à deux substitutions ( *M différentes 

répondent deux solutions (t, u) de (7) différentes, et réciproque- 
ment, car, d'après (6), à un système \ p, v, p répond un seul 
système (t, m), et réciproquement. 

Ainsi ( a ° Ç° J étant une substitution particulière transformant 
(a, bj c) en (m, n, /), toutes les autres ( Ç j seront de la forme 

( a ^\ = ( l ^\( a ° P«\ _/*«•-♦- t*Yo Xp -h |&8 \ . 
\Y */ \ v P/\Yo $0/ \ v «o-HpYo vp -4-p8o/' 
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donc 

a / — (boiQ-h 9.cfo)u 
a = , 

2 

P = 9 

_ Y°' +(2aa -+- bfo)u 

o = L • 

Tout est donc ramené à la solution de l'équation (7). T, U dési- 
gneront toujours les plus petites solutions positives de t 2 — D« 2 =4, 
toutes deux différentes de zéro (sauf au cas D < — 3, où l'un des 
nombres T, U sera forcément supposé nul), et E(D) l'expression 

T-+-U/D 

9, 

que Kronecker appelle unité fondamentale. 

Dans le cas D > o, on sait que toutes les unités — où 

/, u sont des solutions quelconques de t 2 — Du 2 = 4 sont con- 
tenues dans l'expression (') 

±E(D)" = ±(ï-^ U -^5j (/i>o, <oou =o). 



(') Voici en quelques mots la preuve de ce théorème. Remarquons d'abord que, 
si (t, u) est une solution, les deux facteurs - — > *— , ayant pour pro- 
duit i, ont le même signe qui est celui de t(t*— Du*= 4 donne |£|>|a\/î)|), et 
sont, l'un > i, l'autre <i en valeur absolue. Si t, u sont positifs, on dit que la 
solution (A, u) est positive; alors on a 

t — tty/D t -W*y/D 

2 2 

Soient (*', m'), (*% u") deux solutions. Considérons le produit 
i'-m'y/D r-m'^î) __ t + u\jD 

2 2 ~~ 2 

t' t" -h D u' u" t'u'-hu't" 



<•> , 



/ = 



Si D — o (mod4)i t* et /" sont pairs, et si D — i (mod4), t' et u' sont de même 
parité, comme aussi t" et u". Donc t et u sont entiers. L'égalité (i) entraînant 
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Le produit 

T-fU/D T — LVU 
-à i 

étant égal à i et les fadeurs étant inégaux, on aura 

^ T-U/D ^ ^ T-+-U/D 
o < < i < 



d'ailleurs 

t'—u'fî) f— tt 'y/O _ t — uyfVi 

à 2 ~ A 

et le produit de (i) par (2) donnant 

O— Da»=4, 
on voit que (t,u) est une solution, \insi le produit d'un nombre quelconque 
d'unités : — — est encore une unité. Soit (T, U) la plus petite solution posi- 
tive; toute solution positive (t, u) est comprise dans la forme 

sans quoi on aurait, pour une valeur convenable de n, 

2 3 *.* 2 

et, en multipliant par -* 5 -^— > qui est positif, on l'a vu, 

(T, U) ne serait donc pas la plus petite solution positive. Chaque solution positive 
(t, u) fournissant toujours les quatre solutions (l, u), {t, —u), (— f, — w), 
( — t, u), il est facile de voir, en observant la relation, 

/t- uv / ny_ /tj- vyû y 

que toutes les solutions de t'— Dm'— \ sont comprises dans la formule 
=fc 1 I (/1 > o, < o ou = o). 

La possibilité de résoudre en nombres entiers l'équation de Pell, d'où dépend 
ce qui précède, a été établie pour la première fois par La grange, dans ses additions 
à l'Algèbre d'Euler. Voir les Vorlesungen iiber Zahlentheorie de Dirichlet, 
§§ 85, 141, ou les Monatsberichie d'octobre i843, d'avril 18)2, de mars 1846, ou 
les Comptes rendus de 1840, t. X, p. u86. 

S. .', 
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Dans le cas D < o, Kronecker a remarqué que Ton obtient aussi 
toutes les solutions par les puissances de l'unité fondamentale. 
Il suffit de le vérifier sur l'équation qui nous occupe 

**-+-|D|a*=4 (D=so, i mod4). 
SiD = — 3, / 2 -|-3 m 2 =4 a t = 6 solutions, 

* = d=2, u = o, 

t =±i, u =±i; 

la plus petite solution positive est t = i, i* = i, d'où 

iW^3 i£ 

E(D) = iZ^ — '1 =e>, 



et l'on voit que les six solutions sont fournies par 

± e » , ± e » , ± e<*. 

Si D = — 4> / 2 + 4" 2 = 4 a t = 4 solutions 

t = db 2, m = o, 
* = o, a = =t i; 

la plus petite solution positive est / = o, u = i, d'où 

in 
E(D) = e*. 

Si D< — 4? / 2 + |D|m 2 =4 ax=a solutions seulement, / = :±'> M 

u = o, d'où 

E(D) = e'«. 

Tous les cas précédents sont réunis dans l'expression 

E(D) = e * . 

Les substitutions transformant en elle-même une forme (a, 6, c) 
de diviseur o- sont évidemment les mêmes que celles transformant 

| ?, _, £ j en elle-même. D'ailleurs, en changeant partout dans ce 

qui précède 

a, b, c, D 

en 

a b c D 

— » - 9 -y — r» 
a t or ff 2 
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on arrive à 





t- b -u 

) - • 




c 




/» — J 
2 




a 

V = — M, 

<J 




6 

/H M 




? ~ * 




f« — 


D 


*<«=4. 


ou, en posant 










t'=7t, 




«'= M, 




. t'—biï 

À = y 

25 




eu' 




au' 




p = J 




t'*— D 


w' 


» = 4 d». 



Cela correspond à ce fait que, si (a, 6, c) a le diviseur <x, donc D 
le diviseur a- 2 , à chaque solution de 

correspond une solution de 

/'t_ Dm'«= 4<x«, 
obtenue par 

t' = af, «'= m, 

et réciproquement, car l' est nécessairement divisible par o-. 

Donc la plus petite solution positive (T,U')de t' 2 — Dw' 2 =4a 2 
sera (a-T, U), et toutes les solutions de cette équation seront com- 
prises dans la formule 

/<jT 






OU 

— J (">o, <o, ou =o)(»)- 



(•) L'équation ^-Dw 1 -! se ramène ainsi à t 1 — ^Du* = f. 
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§ 9. Choix avantageux du représentant d'une classe. 

\. On peut toujours trouver, pour une classe de discrimi- 
nant D, un représentant (a, b, c) où a soit premier à aD et po- 
sitif. 

Soit, en effet, (a', b\ c') un représentant quelconque de la 
classe; il suffit de prouver qu'on peut trouver deux nombres a, y 
premiers entre eux tels que 

a' a 1 -h b'af -+- c'y*= / 

soit premier à un nombre quelconque N et positif. Soit r t un 
facteur premier de N; si a! et c' sont divisibles par r M et par con- 
séquent b' premier à r { , on rendra f premier à r { en prenant a, y 
premiers à /-, ; si l'un des coefficients extrêmes, a' par exemple, 
est premier à /-, , on rendra f premier à r K en prenant y divisible 
par r K et a premier à r t . Ainsi, r h r 2 , . .., r„ étant les facteurs 
premiers de N, en prenant a. y divisibles par certains 77, pre- 
miers à d'autres et en leur enlevant leur plus grand commun 
diviseur, on rendra f premier à N et a, (3 premiers entre eux. Si 
D < o, comme on ne considère que les formes positives, f sera 
positif; si D>o, il suffit de prendre d'abord a'>o, ce qui est 
toujours possible puisque, dans une forme réduite, les coefficients 

extrêmes ont des signes opposés, et ensuite le rapport - extérieur 

aux racines de a f x 2 -f- b 1 x -f- c = o. 

2. On peut maintenant trouver une forme (a, 6', c f ) pa- 
rallèle à (a, 6, c), où a soit > o et premier à 2D, satisfaisant 
en outre aux conditions 

(1) b'==o (modD), 

/ c'z=o (modD), si D e= 1 (mod4), 

| c'=o (mod--j, si D==o (mod4). 

En effet, la substitution ( ) change (a, 6, c) en 

(a, b •+■ 2.ha, c -h bh -h ah* ). 
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Déterminons h par 

b-*-aha=zo (raodD); 

cela est toajours possible, car, si D est pair, b est pair. Soient alors 
b-h2ha=zlD = l/ 7 c + bh-i-ah* = c'. De fc' 2 — 4«c'=D, on 
déduit 

4ac'= D(X»D — i), 

et, comme a est premier à D, 

4c'=o (modD), 
d'où Ton déduit les congruences (2) ('). 

3. Au lieu des conditions (1 ), (2), on peut introduire les sui- 
vantes 

(3) 6 = (modQ), cso (modQ«), D = DoQ 1 , 
D étant le discriminant fondamental ( 2 ). 

En effet, la substitution ( ) change la forme (a, ft, c) en 

(a, 6', c'), 
b'=b-hzha, c = c -t- bh -\- ah*, 

et Ton peut d'abord trouver h tel que 

(4) b'=b->riha=o (modQ)=*Q, 

congruence toujours possible, car, si Q est pair, b est pair. 
Posons Q = a x Q', Q'= 1 (mod2), et soit A une solution de (4) 

rendant b' divisible par 2N }a>X et — impair]. Si X>o, A n'étant 
déterminé qu'à un multiple près de — > on n'aura qu'à augmenter h 
de - pour que b 1 ne soit pas divisible par une puissance de 
2 supérieure à 2 X . On peut donc toujours rendre k impair. Cela 



(*) Kronecker parait supposer qu'on peut toujours rendre b' et c' divisibles si 
multanément par D. Si D = o(mod4), c'est évidemment impossible, car 6' 1 — $ac 
serait divisible par 4D- (Voir Sitsungsberichte, pp. 776, 777; i885). 

( J ) Énoncé par Kronecker ( Sitzungsberichte. p. 220; 1889). 
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posé, remarquons que b h * — ^ac f =D donne 
(5) 4«c'=Q*(À-*— D ). 

Si D si(mod4), k étant supposé impair, on voit que 
c'eso (modQ 1 ), 

puisque a est premier à D = D Q 2 . 

Si D =o(mod4), b est pair, et l'on pourra, au lieu de (4), 
résoudre la congruence 

b->r%ha so(modîQ) = £Q. 

Alors k sera pair et (5) donnera encore 
c'==o (modQ*). 

Si X = o, k ajrant la parité de D , (5) donne de même 
es o(modQ 1 ). 

La parité de A*, qui est toujours celle de D , est indépendante de 
la classe à laquelle appartient (a, 6, c). Donc les seconds coef- 
ficients de toutes les formes obtenues en prenant dans chaque 
classe un représentant satisfaisant aux conditions actuelles seront 
tous congrus (mod2Q). 

A. Soit (a, 6, c) une forme où a est premier à 2D et positif ; 
on peut toujours trouver une forme parallèle (a, &', c 7 ), oit V 

et d soient divisibles à la fois par -y si D = o (mod 4) r par D, 

si D = 1 (mod4)> et, en outre, par tous les facteurs de Q. 

En effet, si D = 1 (mod4)> on peut trouver, comme il a été dit, 
une forme (a, V , d) où 

6'==o (modD), c'=o (modD)w 

Si D = o(mod4), on peut trouver une forme parallèle (a, b\ c f ) 
où 

&'==o (modD), c'=o(mod-- j; 

elle remplit les conditions voulues si Q est impair, ou si, Q étant 
pair, D = o(mod8). 
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Reste Je cas où D = i(mod4)? Q = 2(mod4). On peut alors 
prendre h tel que 

b' = b -+- aÀa = o(modaD ) = aXD , 

car b est pair, h étant déterminé (modD ), on pourra, en lui 
ajoutant au besoin D , rendre \ impair, et comme on a 

4ac'=6'«— D, 

on aura aussi 

c'=o (mod4D ), 

puisque D = i (mod4). 

Je dirai qu'une forme satisfaisant aux. conditions de la proposi- 
tion 4 est une forme normale. J'appellerai diviseur normal tout 
diviseur divisant à la fois D et les deux derniers coefficients d'une 
forme normale. 

5. Soient D = 2*D', D'=i (moda), Ar^o, et (a, 6, c) une 
forme satisfaisant aux conditions du second thé orè me. On peut 
trouver une forme parallèle (a, b f , c') remplissant les condi- 
tions suivantes : 

/ &'=o (moda^D'), c'=o (moda^-iD'), 

k pair = a*' ] b . . . 

( â* 7 ^ 1 (mod *> ; 

I6'=so (moda^D'), c'==o (moda**'-»D'). 
c' 
^-^i (moda). 

Soit d'abord k = 2 A*'. On peut trouver h tel que 

(6) 6' = b -f- a*'Àa =s o (moda*'D') = a^XD', 

et, en ajoutant au besoin à h un multiple impair de D', on pourra 
rendre X impair. On aura ensuite 

iac'= 6'*- D = a**' D'(X*D'— i), 
c'=o (moda**'-»D'). 

■^p est impair, car sans cela b 1 ' 2 — \ac* serait divisible par a 2 *' +l . 
Soit A* = 2 A*' 4- 1 • On déterminera h par (6); mais on prendra A 
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pair, en sorte que 

6'==o (moda*'-»-»!)'). 
On aura ensuite 

4«c' = &'« — D = 2^D'(X«D — 2) r 
c'=o (mod^^-ïD'). 



c 

'2 



jp^ est impair, car sans cela b' 2 — ^ad serait divisible par 2 2A ' +2 . 

Je dirai qu'une forme déterminée par les conditions du présent 
théorème est binormale et j'appellerai binormal tout diviseur 
de D qui divise les deux derniers coefficients d'une forme binor- 
male. 



§ 10. Représentation des nombres par les formes quadratiques. 

On dit qu'un nombre m est proprement représentable par une 
forme (a, 6, c) quand on peut trouver deux nombres a, y pre- 
miers entre eux tels que 

(i) m = «a*-h barf-t- cy*. 

Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que cela 
ait lieu. 

Supposons d'abord m représentable par («, 6, c) sous la forme (i), 
a, y étant premiers entre eux. On pourra trouver une infinité de 
nombres (3, 8 tels que 

(a) «8— pT = i- 

Soit (3, y un couple de solutions; appliquons à (a, b, c) la substi- 
tution ( \i )• Le premier coefficient de la nouvelle forme sera 

a a* -+- b<xy -+- cy 1 = m T 
le deuxième 

(3) 2âxp -+■ &(a3 -h Py)H- ic^Z = (-i a a -h 6? )jî H~(6a-+- 2Cf)£ = n T 

et le troisième / se tire de 

(4) /* 2 — 4/«/^D. 

Aiii^i 
( 5 » « 2 .. I)( rnod.i //? h 
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et remarquons de suite que si n est une solution de cette con- 
gruence, n-\-im en sera évidemment une autre constituant 
avec le premier un couple. 

Donc s'il existe une représentation propre (a, y) de m par 

(«, 6, c) : i° il y a une infinité de substitutions ( ° \ changeant 

(a, 6, c) en (/n, /i, /)/i ayant la forme (3) et / étant corrélative- 
ment déterminé par (4) ; 2° D sera reste quadratique de 4 #*• Ce sont 
là des conditions nécessaires et la seconde est contenue dans la 
première. 

i° Réciproquement , s'il existe une substitution ( £ ) chan- 
geant une forme (a, b y c) en une autre dont le premier coefficient 
soit /w, m est évidemment représentable par (a y 6, c), et D est 
forcément reste quadratique de ^m. 

2° Si D est reste quadratique de £m les formes (m, /i, /) qui 
se déduisent de (4) ne sont pas nécessairement équivalentes à 
(a f b y c) puisqu'elles ne le sont pas entre elles : les formes op- 
posées (m, n, /), (m, — n, l) en fournissent un exemple. 

Il y a lieu de faire ici les remarques suivantes. 

Chaque représentation (a, y) conduit à un seul couple (n { , n 2 ) 
[/i f = /z 3 (mod2 m)] de solutions de (5). 

En effet, ($ , 8 étant solutions de (2), toutes les autres sont com- 
prises dans les formes 

(6) p = p o —1— Xœ, o = o -4-Xy (X entier quelconque), 

et, si n est la valeur de n répondant à (3 , 8 par (3), les valeurs 
de n répondant à p, 8 sont comprises dans la forme . 

(7) n = n -h amX, 

comme le montre la relation (3) elle-même. 

Donc toutes les racines n de (4) qui se déduisent ainsi d'une 
représentation propre (a, y) appartiennent à une même classe 
(mod2/w), donc à deux classes (mod4w)> ( l u * peuvent être repré- 
sentées par un couple (n tJ n 2 ) de racines de la congruence (5). 
Les deux formes (/«, n t , /, ), (ni, n. 2 , A>) répondant aux deux ra- 
cines rt|,/t 2 d'un couple sont évidemment équivalentes, puisqu'elles 
sont parallèles f n { = // s (mod >./;/)]. 
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Un couple (n t} n 2 ) conduisant à une représentation (a, y), 
c'est-à-dire à deux formes parallèles (m, /i/, //) (i=i f a; 
nf — 4mli=H) telles qu'il existe une substitution (* y) 

changeant (a, b, c) en (/n, /i/, //) conduit une seule fois à la 
représentation (a, y). 

En effet, soient (3 > 3 deux solutions quelconques de (2), n 

étant défini par (3). La substitution y v j change (a, 6, c) en 

(/n, /i , /o), A* étant défini par n* — 4tnl = D. Toutes les solu- 
tions de (2) sont de la forme 

p = p -h Xa, 8 = 8 -4- X Y , 
et le coefficient n correspondant à chacune d'elles est donné par 

n = /i H- a/nX. 
Donc à /*,■ correspond un X unique, soit X, = ' ~" ° > et par 
suite un seul couple 

Pz = p -h X,a, o* = 8 -4-X/Y. 

La représentation (a, y) est dite appartenir au couple (rtj, /i 2 ). 

Pour un couple (n i} n 2 ) auquel appartiennent des représenta- 
tions de m par (a, 6, c), il y aura autant de ces représentations 
qu'il y a de transformations de (a, 6, c) en (m, /i/, /,) c'est-à-dire 
autant de fois que l'équation t 2 — Du 2 = 4 a de solutions. 

Si l'on réunit dans un même groupe ces t représentations de m 
appartenant à un même couple, il y aura autant de groupes de 
représentations parla forme (a, b^ c) qu'il y a de couples {n { , n 2 ) 
fournissant par (4) des formes (non parallèles) équivalentes à 
(a, b y c). Considérons maintenant toutes les classes de discrimi- 
nant D et prenons dans chacune d'elles une forme représentante. 
Si <!>(D, 4 w) est le nombre des solutions de (5) qui sont incongrues 
(mod4m), il y aura évidemment ^(D, ^m) groupes de représen- 
tations du nombre m par toutes ces formes représentantes. 

Deux formes équivalentes peuvent évidemment représenter les 
mêmes nombres, car si 

x — olx' -+- py , y = y-t' ■+- 8j/, 

a' = rt» s -4- ^ayH- cy 1 , c' = a p 2 H- /; p8 -4- co 2 , 

b' ~ •! a ap -4- b ( ao -4- p y ) -4- 2 c yo, 
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od aura 

ax* -h bxy -f- cy* = a'x'* -h b'x'y' -+- c'y'*; 

ou bien, si (a, 6, c) représente m, elle équivaut à une forme 
(m, /i|, //); donc (a', 6', c') équivalente à (a, 6, c) Testa (m, n^ //) 
et, par suite, représente m. 

Inversement, deux formes pouvant représenter le même 
nombre m par des représentations appartenant au même couple 
(/1,,/ij) de racines de (5) sont équivalentes entre elles, car elles 
le sont toutes deux à(m, /i,,/,)ouà(m, n 2 , l?).. 

Il convient d'ajouter ici quelques observations ('). D'abord, 
quand on connaît une représentation (a, y), on peut trouver rc 
sans calculer (î, S, car (2) et (3) linéaires en {3, donnent 

d'où 

(mod'im), 
— «Y sa 2aa H- by, 

qui définissent n (mod 2 m) . 

S'il y a deux nombres a, y satisfaisant à 

Iaa* -4-6aY" + " c Y t ^ w j 
a(6 — /i)-f- acy s o (modam), 
aaa + y(è + /i)so (modîm), 

a, 6, c, m, n étant donnés, la forme (a, b, c) équivaut à (m, n, /) 
(/défini par /1 2 — 4m/ = D = b* — 4ac). 

Ecrivons, en effet, les deux congruences sous forme d'équation 

<x(b — n)-+-acY = — amp, 
aaa-4-Y(&H-/r) = 27?i$. 

L'élimination de n donne 

im = 2m(ao — Py). 

Donc ao — (if = 1 et ( \) change (a, b, c) en iine forme donrl 



(') Voir DimciiLET. Vorlesungen iiber Zahlentheorie, § GO. 
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le premier coefficient est aa 2 -h 6ay -f- cy 2 = m et le second 

?.aa(3 -f-6(a8^- Py) + 2cy8 = p(aaa -f- by) -h o(£a-h2Cf) 
= P(a/n8 — /i*r)-h S(/ia — 2/nP) 
= n(a8 — Py) = h, 

enfin le troisième — — — = /. 

Réciproquement, si (a, 6, c), (/?î, /i, /) sont équivalentes, il y a 

toujours deux nombres a, y satisfaisant à (8). Car soit ( * ) 

une substitution transformant (a, 6, c) en (m, /i, /); on aura 

m = aa* h- 6ay -H c^*, 

n = 2aa(3 -+- 6(ao -+- Py) ■+■ ^cyo, 

a§ — Py = i. 

Les deux dernières résolues par rapport à (3, 3 donnent, comme 
tout à l'heure, 

2/no = îaï + f(6 + /i), c. q. F. D. 

§ 11. De la congruence #*== D(modXr). Application. 

Soient a t? a 2 , . . ., tf r des nombres premiers entre eux deux à 
deux, f(x) un polynôme entier en x à coefficients numériques 
entiers, et la congruence 

(i) /(a?)s=o (moda t a s . . .a r ). 

Toute racine de (i) doit vérifier les r congruences 

/(a?)==o (moda,-; (i = i, a, . . ., r). 

Inversement, six/ est solution de/(#) =o(modaj), tout nombre 
x satisfaisant aux congruences simultanées toujours compa- 
tibles (<), 

(a) x == x t - (moda,), 



satisfera à 



/(*) = /(*<) = ° (moda,), 



(') Voir DmiciiLKT, Zahleniheorie, §§ 25, 35 et 37. 
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et, les ai étant premiers entre eux deux à deux, à 

f(x)=3 (moda t a s . . .a r ). 

Or, le système (2) n'a qu'une solution (moda, a îf . . . , a r ). Donc, 
si ni est le nombre des racines .r,-, celui des racines de(i) sera 
n t n 2 . . .n r . Remarquons, en outre, que (1) n'est possible que 
si toutes les congruences f(x) = o(mod^i) le sont et que, si 
toutes ces congruences sont possibles, (1) aura précisément 
/t ( /i s . • ./i r racines. 

On sait de plus que x 2 = D(mod2 a ), D étant impair a tou- 
jours une racine unique si a = i, deux si a = 2 pourvu que 
D = 1 (mod4), quatre si a > 2 pourvu que D = 1 (inod8), mais 
n'en a aucune dans ces deux derniers cas, si les conditions mar- 
quées ne sont pas remplies. Enfin, si p est premier impair et D 
premier à/?, la congruence 

x* === D (mod/>*) 

a deux racines ou aucune selon que l— ) = -h 1 , ou = — 1. 

Soit maintenant d'une façon générale (') une congruence sup- 
posée possible 

(3) a?« = D (modA), 

où Ar, D ont un plus grand commun diviseur d= se 2 , c 2 étant le 
plus grand diviseur carré de rf, et D = sc 2 D', k = sc 2 k'. La con- 
gruence étant possible par hypothèse, toute racine x sera do la 
forme x = scx', et pour trouver x, il suffira de trouver x 1 vérifiant 

(4) *r'"^--D' (modA'). 

Or k' est premier à s, sans quoi D' serait divisible par leur plus 
grand commun diviseur, d'après la congruence (4) supposée 
possible. Donc on peut trouver X, u tels que 

(5) X* — jiA-' = i, 

et (4) devient 

sx'* == D'Os — p*') (modA-'), 
sx'* = D'Xs (modA'), 



(') Comparer Legrndre, Théorie des nombres, troisième édition, t. I, p. a>'|, 
pour le ras où A =. > ( mod \ ). 
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qui équivaut (s étant premier avec À*') à 
(6) a?'î==D'X (mo<M'), 

etX est premier à k J d'après (5). Soit x' une racine de (6); tous 

les nombres 

x' = x' -+- mi- 
seront également racines, et toutes les racines de .r 2 = D(modÀ) 
répondant à x\ seront 

x = scx' -+- msck'. 

On voit que les valeurs m = o, i, 2, . .., c — 1 donnent c ra- 
cines incongrues (modA" = sc 2 A J ). Donc à chaque racine de (6) 
correspondent c racines de (3). 

Cherchons maintenant à quelles conditions # 2 = D(mod/r) 
sera possible. Si k = a*/^ 1 /^* . . .p^r il faut et suffit que les /•-+- 1 
congruences 

x*==D (modjpj 1 »), (/= 1, 2, . .., r), x* s= D(moda a ), 

soient possibles. Considérons d'abord le premier type 
a?» == D (modpfi), 

et soit D = /?P*D,-, D|- étant premier à />,-. 

i° Pi=aji D = o (mod/>f»). Si a,- est pair, a,= aa), il y a c=pf 
racines incongrues (mod pf') y savoir 

p*i, 2/>«/, 3/>»i, ..., />}*',. 

Si a,- est impair, a/= 20^ — 1, il y a c = p * racines incon- 
grues (mod/)* 1 ), savoir 

Ces résultats sont d'ailleurs immédiats. 

2 j3/ < a/. Si Pi = 2 (3J, on est ramené à la congruence 

x' 1 == D|- (mod/^-p»), 

qui n'est possible que si [ — i j =-f- 1, et la proposée a alors <xpf 
racines. 
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Si Pi = a j3j- -h i , on est ramené à 

/?,y ! = D/ (modpfi—&) impossible. 

Considérons maintenant le second type 

x 1 s D (moda a ), 

et soit D = aPD', D' == i (mod 2 ). 

i° P^a. Ce cas se traite comme celui des facteurs impairs. 
2° p < a. Si p est pair, $ = 2 £', on est ramené à 

< 7 > a:'* == D' ( mod a»~P ). 

Si a — Jî = i, (7) a une racine, donc la proposée en a 2P'. 

Si a — P = 2, (7) a deux racines ou point, selon que D'=-f- 1 
ou = — 1 (mod4), donc la proposée en a 2.2?' si D' = -f- i(mod4) 
et o si iy= — 1 (mod 4)- Si a — jî > 2, on voit de même que la 
proposée a 4-^' racines si D' = i(mod8)et o si D' = 3,5, 7 
(mod 8). 

Si p est impair, (3 = 2Jï'-f- i, on voit, comme dans le cas des 
facteurs impairs, que la congruence x 2 = D(mod 2 a ) est impossible. 

On déduit de là, dans chaque cas, le nombre des solutions 
'i(D, k) de (3) au moyeu de la propriété 

<|>(D, mn) = ^(D, m)^(D, n) (m premier à n), 

qui donne ici 

♦ (D l *) = +(D f 2»)+(D > /»«.)... +(D f /»Jr). 

Application. — D = D Q 2 est un discriminant dont le discri- 
minant fondamental est D , k = 4A., et A est premier à Q 2 . Soit 
A = p* l p t j*. • ./>* r 2°S on a à résoudre 

a?*=sD Q* (modp*i* ../>*»• a**-*-*) a H-2 = a. 

Il faut et suffit, pour la possibilité, que les congruences 
x*~D (mod />*«)> x'==D (modîV») 

soient possibles. Remarquons que les pi sont simples dans D et 
étrangers à Q, et que, si a >i, Q est impair. 
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Considérons le premier type 

j ! sD (mod pf). 

Si D est premier à />,, celle congruence n'est possible que si 

( — ) =-f- 1, et elle a alors deux racines (mod/?? 1 ). 

Si D contient/?/, on a j3/= i, j3/^a/, et la congruence est im- 
possible à moins que *i= i , auquel cas elle a une racine (mod/>*'). 
Considérons le second type 

x*=D (mod 2*0+*). 

Si a =o (A impair), commeD = i (mod 4) ou =0 (mod 4)1 la 
congruence est toujours possible el a deux racines (mod2 a ). 

Si a ^i, Q est impair, et Ton a -j == — i(mod4), quand 

D = 4( m °d 8). Le Tableau suivant indique les résultats. 



IV 


3 =I i a = 3 - 


a „> a > a ^4- 


D ==i (mod 8). 
D s5 (mod 8). 
D ~4 (mod 8), p = a. 
D ==8 (mod 16), p = 3. 


4 racines. 
Impossible. 
2 racines, 
a racines. 


4 racines. 
Impossible. 
Impossible. 
Impossible. 


Quel que soit D . 


■H?)} 


•(°)h(°)} 



On déduit de cette discussion une expression utile de la série 

A 

la sommation «'étendant à tous les nombres positifs premiers à Q- 
[»J/(D, 4 A) pouvant être nul]. Cetle série est le produit des suiles 



H ,, 

Pi 



1 
I-» : 



<1V 



9. 



yî 



,_ 5J 



■hf?)](?)i*(?)h(?)](^i*7;— ] 
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où pi parcourt les facteurs premiers impairs de D , q t - les nombres 
premiers impairs étrangers à D Q 2 = Det dont D ou D est reste 
quadratique. La troisième suite peut immédiatement se simplifier. 
En effet, si Q est pair, elle se réduit à i. Si Q est impair et D 
pair, elle se réduit à 



i 



i* 



-m 



Si, Q étant toujours impair, D est impair, distinguons deux cas : 
ou bien D eie i (mod S) et la troisième suite devient 






* 



ou bien D ~ 5 (mod 8) et elle devient 



i 



V x ) -à* 



Ainsi, quand Q est pair, 

»-n("à)n 

et quand Q est impair, 

-n(-à)n~? 






i 



i 



(~)i 



Donc, que Q soit pair ou impair, 






q parcourant tous les facteurs premiers étrangers à Q; car le 
dénominateur se réduit à l'unité si q est contenu dans D , et 
devient égal au numérateur si D n'est pas reste quadratique de y. 

S. 5 
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Od peut écrire 



K-y- 



ou 

V H(D,4A)_2a>2-(â)à* 

(*) 2à~~\r- ^TT (5>i) ' 

A parcourant tous les nombres premiers à Q, positifs. 



CHAPITRE III. 

COMPOSITION DES FORMES ('). 



§ 12. Définition et théorèmes fondamentaux. 

Je donnerai d'abord une démonstration tout élémentaire d'un 
lemme indispensable. 
Si b-=d (mod4«), b' 2 n= d (mod4« f ) {b et b' sont donc de 

même parité), et si les trois nombres a, a\ — : — n ont pas de 

diviseur commun, il y a une classe de nombres B ( mod 2 aaf) et 
une seule telle que 
b==b (mod2a), Be=6' (mod2a'>, B*==rf ( moâ 4 aa) (*). 

En effet, les deux premières congruences 
(i) B = 6 (raodîa), B == b 1 (mod-za') 

sont toujours compatibles, car la première donne 

B = b — xat 

et, d'après la seconde, t sera déterminé par 
(2) lat^b—b' (modaa'). 

Or, 3 étant le plus grand commun diviseur de a, a 1 , donc 20 
celui de 2 a, 2 a', 20 divise b — b', car de 

b^=^d (mod4<z), b'*—d (mod4«') 



(*) Il ne s'agit ici que des formes quadratiques de même déterminant. Com- 
parer le supplément X de M. Dedekind aux Vorlesungen ùber Zahlentheorie 
de Dirichlet. 

(') Comparer Gauss, Disq., art. 234 et suiv.; Dirichlet, De formarum bina- 
riarum compositione. 
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on tire 

b % — b'* — \ac — $a'c (c, c' entiers), 

(, + V b-V 

= ac — ac. 

2 2 

et comme, par hypothèse, 8 est premier à — — > il divise — ; 

Ainsi t sera déterminé à un multiple près de — *- et toutes les 
solutions de (i) seront comprises dans la forme 

D 2 aa' 

B étant l'une d'elles. 11 s'agit de prouver qu'on peut trouver une 
classe de nombres ;ji (modo) tels que 

l B -4- fx % ) == d (mod 4 aa'), 
(3 ) BÎH-i^Bg-h^-^V^srf (mod4oa';. 

Or 

BJ~6*~rf (mod4a), 

Bl^b'*—d (mod4a'); 

donc Bjj — rf, divisible par 4# et par 4#', l'est par leur plus petit 
multiple commun — rs— = — — • Posons donc dans (3) 

Bi-rf=i^'K, 

o 



et divisons par ^— ; il viendra 



K -4- B fi -+--<- fi* ^= o (modo). 

Or -^- =: o (modo) et il reste 

(4) B jjh-K^=o (mod8). 

Cette congruence est possible, car B est premier à o. En effet, 

comme 

B = b -+- i\a — b'-\- 2 XV, 

si un diviseur impair de o divisait B„, donc B Q , a, a r , il diviserait 
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h -4- h' 

bj V donc — : — » a, a' contre l'hypothèse. Si maintenant i divi- 
sait B et 8, donc a, «', b, U , on aurait, a, a', b, b f étant pairs, 
d'après les congruences données 

6*== 6* (mod8), ib — 6')(6 -+- b') s o (mod8), 

donc 6 et 6' sont ensemble de la forme 4^-1-2 ou 4«, et, par suite, 
j a, a' auraient le diviseur commun 2 contre l'hypothèse. 

Ainsi (4) détermine ijl (modS) et B -+-[x— — représente la 
classe des nombres cherchés B ( mod 1 aa!). 

II convient de remarquer que a, a', B sont premiers entre eux, 
car un diviseur commun 8 donnerait lieu, d'après (1), aux con- 
gru ences 

B = 6 = 6' (modaS), _l|~— _-- B (mod8), 

9 b + b' 
et «, a , — — ne seraient pas premiers entre eux. 

(a, b, c), (a', 6', c') sont accordées ou M/tcej si a, a', — — 

sont premiers entre eux, les discriminants b 2 — 4 ac j b' 2 — ^a'c 1 
étant égaux. 11 y a alors, d'après ce qu'on vient devoir, une infinité 
de formes {an!, B, C) de même discriminant 

parallèles entre elles, où 

B == 6 (modia) B -je= b' (modaa'). 

Chacune de ces formes est dite composée de (a, 6, c) et de 

Remarquons que (a, 6, c), (a', b', d) sont respectivement équi- 
valentes à (a, B, a'C), (a', B, aC) et que ces dernières sont unies, 

car a, a', B sont premiers entre eux d'après une re- 
marque précédente. 

Soient maintenant x,y, x, y 1 des variables et posons 



(5) 

Y = axy -+- a'x'y-h Byy' = {[(iax -+■ By)y'-h ('ia'x'-+- By')y]\ 



( ') Gauss, Disc., art. 235, 2i'2 et suivants. 



yo PREMIERE PARTIE. — PREMIÈRE SECTION. — CHAPITRE III. 

on aura 

[iax -h (B -h /I))y][2aV-4- (B -h /&)/] 
= iaa'xx'-i- i(axy'-±- a r x'y){B -+- v^D) -+- (B -h /D) 1 ^'» 

et comme 

(B-f-v / ïî) , = B î +aBv/D-f-B*--4aa , C==2B(B-H/D)---4aa'C, 

(6) [aa^ + (B + v^D)7][2aV+(BH- v /D)y]==4aa , X4-2(B-h/D)Y. 

Changeons-y y/D en — y'D et multiplions les deux égalités; il 
vient 

[{iax -+- B^)* - Dy*][(*a'af -4- B/ ) — D/*] = (4 aa'X -h aBY)« - 4 DY*, 
ou, en développant et en divisant par \§aa ! , 

(7) (ax*+Bxy + a , Cy*)(a , x , *+Bxy , + aCy , *)=aa , X*-ï-BXY-+-CY*, 

c'est-à-dire que, par la substitution bilinéaire (5), la forme 
(aa', B, G) devient le produit des deux formes (a, B, a'C), 
(a\ B, aC). 

Le théorème essentiel de la composition des formes est que, si 
deux formes accordées (a, &, c), (a', fc', c') sont respectivement 
équivalentes à deux autres formes accordées (m, /i, /) (m', /i', /*), 
la forme («a', B, G) composée des premières équivaut à la forme 
(mm!, N, L) composée des secondes. 

Tout d'abord (a, B, a' G), (a', B, aC) élant équivalentes à 
(m, N, m'L), (m', N, mL), on pourra trouver quatre nombres 
x^y, x \y (§ 10) satisfaisant aux conditions 

(8) a x 1 ■+- Bxy-+-a'Cy* = m, a'x'*-h Bx'y'-+- aCy'*= m', 

(9) j(B-N) + aa'C/so (modaw), lax -+- ^(B-+- N) = o (mods/n), 
(io) ar'(B — N) + 2 aCy ^o (modam'), aaV+/(B + N)so (modî/n'), 

et il suffit de prouver qu'on peut encore trouver deux entiers X, Y 
tels que 

(u) aa'X2-hBXY-+-CY2=m/n', 

fia) (B — N)X-4-2CY£=5o (moàimnï). 

(i3) laa'X -+- (B -+- N) Y .-; o (modam/w'), 

(ii) résulte immédiatement de (7), (8). Pour établir les deux 
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autres, observons que l'égalité 

(/ -f- « )/D)(t'+ «'/G) = (*»+ u'Sù)(r+ «•/B), 

où /, a, ^, m', * ff , */% i n y u m sonl entiers, entraîne l'équation iden- 
tique en z 

(t -f- ifs)(f + a'*) = (**-4- tt*^)(r-h iT*) -h («m'— a'a")^*— D), 

d'où, puisque N 2 = D (mod 4 #*#*')' 

(/+«N)(f'+ tt'N) = f**-H M*N)U w -f- a^Nj (mod^mm'). 

De là résulte, d'après (6), 

[2aar-i-(B-+-N)7][2a , a7 / -h(BH-N)y] = 4aa'X-+-!i(B-4-N)Y (modimm) 

et, d'après (9), (10), 

o = 4aa'X + 2(B + N)Y (mod4/ft/n'j, 
2aa'X-+-(B-+-N)Y-zo (modamm'). 

Ensuite (6), multipliée par B — y/U et divisée par ia et par 2 a', 
donne respectivement 

[(B - y/Û)x h- 2a'C7][-2aV + (B -+- /D)/] = 2a'[(B - y/D)X -t- 2CY], 
[20a: -f- (B -f- i/Û)jr][(B - /ï))x'+- 2aC/]= 2a [(B — |/B)X -*- 2CY]. 

Multipliant la première par B — y/D, la seconde par B -4- ^D, 
puis divisant la première par ia\ la seconde par 2 a, on obtient 

[(B— /D)a?-+-2a'C7][(B-/D)a7'-h2aCyl 

= (B - v/D)[(B - v/I3)X -+- 2CY], 
C[aa^ -+- (B -h /D )j] [aa'ar'-h (B -+- /D)/] 

= (B -4- /D)[(B - /D)X ■+■ 2GY]. 

Les quatre formules précédentes donnent, si Ton y remplace y/D 

par N, des congruences (mod 4 mm!) qui deviennent, d'après (9), 

(10), 

2a'[(B - N)X -t- 2CY] r_= o ( mod 4191m'). 

2«[(B — N)X-+-aCY]_ o (mod$mm r ), 

(B— N)[(B— N)X + -iCY]- o (modlmnï). 

(B + N)[(B — \)X-h2GY]~o (modimm'). 
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Remplaçant les deux dernières par leur somme et divisant par 2, 
on obtient les congruences 

a[(B — N)X-t-aCYls=o (modimm'), 
a ' [( B — \ ) X -t- -2 C Y ] == o { mod 1 mm' ), 
B[(B- N)X-*-aCY]==o ( mod a mm'). 

qui entraînent 

(B — N)X ■+- t*CY s o (mod 2 mm'), 

sans quoi a, a', B auraient un diviseur commun contre l'hypo- 
thèse. 

Si (a, b, c), (a', 6', c') sont des formes accordées de diviseurs 
<r, <j* premiers entre eux, leur composée (aa r , B, C) aura le divi- 
seur aV. 

Cela résulte de ce que (a, B, a'C), (a', B, aC), équivalentes aux 
proposées, ont les diviseurs respectifs <r, <x' et que a, a', B sont pre- 
miers entre eux. En effet, B divisible par <r, v* l'est par oV, aa! 
aussi; de plus, <r divisant a, B, a'C divise a'C, donc C, et on voit 
de même que a* divise C. Enfin aV est le plus grand commun di- 
viseur de aa\ B, C, car si pvd divisait ces trois nombres, p étant 

premier, il faudrait que- 011-7» soit-» fût divisible par/? et /><r di- 
viserait a, B, a'C contre l'hypothèse. 

K, K' étant deux classes de discriminant D et de diviseurs a, o-' 
premiers entre eux, on peut toujours choisir dans K, K' respecti- 
vement deux formes (a, b, c), (a', b\ c') accordées. 

En effet, on peut toujours trouver un représentant (a, 6, c) de K 

où - soit premier à un nombre quelconque, ici à o 7 , puis un repré- 
sentant (a', b\ c')deK', tel que a' soit premier à a. Alors (a, b, c), 
(a', 6', c f ) seront forcément accordées. Nous dirons aussi que les 
classes K, K' sont accordées. 

La classe L de diviseur to' à laquelle appartiennent toujours les 
composées de deux formes accordées prises dans K, K' est dite 
composée de K, K' et Ton écrit 

L = KK'=K'K. 

Si Ton compose successivement plusieurs classes de même dis- 
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crimînanl D, on peut intervenir l'ordre de composition sans al- 
térer le résultat. On l'a vu pour deux classes; il suffit de le mon- 
trer pour trois R, K', K" de diviseurs <j, o^, <j" premiers entre 
eux deux à deux. Prenons les représentants (a, fr, c), («', b f , c'), 
{ft"* b 9 1 (?) de ces trois classes de manière que a soit premier 
à o't", puis à premier à a comme tout à l'heure, puis a! 1 à ad. 
a 7 a\ a 1 étant premiers entre eux deux à deux, les classes seront 
accordées deux à deux. 

Déterminons alors B par les congruences simultanées 

(14 ) B = 6 (modaa), B - b' (mod2a'), B =_= b" (moà*2a"). 

Elles sont possibles; en effet, B étant une solution de la pre- 
mière et ayant, par suite, la parité de 6, b\ b", D, il suffit de dé- 
terminer X (modd) par la congruence 

B -h 2 a A ^ 6' (mod-ia'), 

toujours possible, puis, X étant une solution, u. par la nouvelle 
congruence également possible 

B -h 2a(X -H fia') -= b" (moda"). 
Les congruences (i4) élevées au carré donnent ensuite 
B*-:-^ b*(moâ$a) ^ b'*(mod\a') = b"*(mod$a"), 
et, puisque 

D = 6*(mod4a)-T 6' 2 (mod4«')-- 6" J (mod4a*), 
B» - D (mod 4 aa'a), 
D = Bî-4aa'a"G (G entier). 

Donc la classe R contient la forme («, B, dd'G) % 
K' » («',B, «"<*€), 

K" » «B, ««'G), 

K'K" » («Y,B,flC), 

k"K » (d'à, B, a'C), 

KK' » (««', B, a'C). 

Donc chacune des classes (KK')K", (R'R") K > (K ,; K)R' con- 
tient la même forme (ad a", B, C); elles sont donc identiques. 

Parcourons maintenant quelques cas importants de la composi- 
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dons des formes. La forme principale 

f i, X, — - — ), [X = o, si D E=o(mod4); X = i, si D es i(mod4)] 

\ 4 / 

est évidemment accordée avec une forme quelconque (a, b, c), et 
le résultat de la composition est la même forme (a, b, c). On re- 
présentera donc la classe principale par i, quand il s'agit de com- 
position de classes. 

Si (a, b, c) est primitive, elle est accordée avec (c, 6, a) et 
leur composition donne (ac, b y i) équivalente à (i, — 6, ac) (§6), 
laquelle est parallèle, donc équivalente, à la forme principale. Or 
(c, b y a) équivaut à (a, — 6, c). Donc la composition de deux 
classes primitives opposées donne la classe principale. On repré- 
sentera donc par H""' la classe primitive opposée de H, et Ton 
écrira HH" 1 = i. Une remarque importante est que, si H est pri- 
mitive, on peut de 

(i5) HK = HL, 

K, L étant deux classes quelconques, conclure 

K = L, 

comme on le voit en composant les deux membres de (17) avec la 
classe opposée de H. 

Soient K, K f deux classes quelconques de même diviseur a; on 
peut toujours trouver H primitive telle que K, H = K. 

Démontrons-le d'abord pour le cas où K, = S, S étant la forme 
la plus simple (la forma simplicissi ma de Gauss, forme qui joue, 
dans l'ordre a, le rôle de la forme principale dans l'ordre pri- 
mitif) de l'ordre <r 

S = (ci, Xff, — )» [X = o, si D = o(mod4); X = 1, si D = i(mod4)]. 

On peut (§9) trouver un représentant (a<x, 6, c) de K tel que 
a soit premier à <r. Or 

Cas, b, c) = (a, b, cj)(t, b, ae)ts>{a, b, csjfd, Xt, — \; 

donc 
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Ainsi on pourra trouver H< , H 2 telles que 

SH,= K, SH,= K|, 
d'où 

K|IIï'Hi=K. 

et en posant H~' H 4 = H 

K,H = K. 

Remarquons que les formes les plus simples de diviseurs <j, <r' 
premiers entre eux donneront par composition la forme la plus 
simple de diviseur œt 7 , car on a évidemment 

(,. >, ^)(,,u,^-J>) _ (., w, ^°). 

Je signalerai enfin une conséquence immédiate de ces dernières 
propositions. Une classe F composée de deux autres classes/,/' 
pouvant représenter respectivement deux nombres rf, d! pourra 
représenter leur produit dd! ('). Car soient («, 6, c), (a', U ', c') 
deux formes accordées représentant les classes /, /' et (aa', B, C) 
la forme composée. On aura 

(a, b, c)oo(a, B,a'C), 
(a',6\c')oo(a', B,aC). 

Prenons alors x, y; af, y* tels que 

ax*-h bxy •+■ cy* = d, 

a' *•'*-+- 6V/+ c'y* = d' 
et X, Y tels que 

X = xx'—Qyy\ Y= \ [(aa*-h By)y' + (iaV+ S'y' )j]. 

On aura, d'après un théorème démontré au début, 

(ax^-{-Bxy-^a , Cy^(a , x' i -hhx , y^-aCy i )=aa , \ , -hBX\-^C\ i =dd. 

Cherchons à établir la proposition réciproque. Soit n un 
nombre représentable par une classe primitive. On pourra trouver 
dans cette classe une forme du type (n, b, c). Soit dd K = n une 
décomposition de n telle que d, d iy Q soient premiers entre eux. 



(') Il ne s'agit dans ce qui suit que de classes primitive*. 
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Alors d, d if b seront certainement premiers entre eux, car la re- 
lation 

6*— 4crfrf 1 =D Q«, 

montre que, s'ils avaient un diviseur commun 8, 8 diviserait Q 
puisque le quotient de b 2 — f\cdd K par 8 aurait encore la forme 
de discriminant. Les deux formes (rf, 6, crf|), (rf f , 6, cd) sont 
donc accordées et Ton a 

(d y b y cdi)(dib t cd) = (n, b, c). 

Si n = dd s d 2 et que d, d K d^ Q soient premiers entre eux, on 
aura de même 

{d, b y cd l d î )(d l d i , b,cd) = (/i, 6, c), 

et, si rf, , rf 2 , Q sont encore premiers entre eux, 

{d, b, cd l d t )(d l1 b, cd i d)(d il b, cdd x ) = (/i, 6, c). 

En général, si n = d t d 2 > . .rf* et qu'aucun diviseur commun 
à rf/ et à Q ne divise rfy, pour y ^ *, on aura 



fl(^ 6 '3r) = (n '*- c) - 



Désignons d'une manière générale par K x une classe pouvant 
représenter le nombre x. Si rf 4 , rf 2 , . . ., dk satisfont toujours aux 
mêmes conditions, en particulier s'ils sont premiers entre eux 
deux à deux, ou s'ils sont tous premiers à Q, les classes K rfjrfi4 dk 
seront les classes distinctes obtenues en composant les classes K rf( , 
les classes K^, . . ., les classes K Jk k à k, sans prendre ensemble 
des classes de même indice. 

La seule classe K f pouvant représenter 1 est la principale, car 
une telle classe contient une forme du type (1, 6, c) et deux 
formes (1, 6, c) y (1, b', c') sont toujours parallèles, donc équiva- 
lentes. 

Les classes pouvant représenter les diviseurs de N=<r 1 <r 2 T 3 ...o'A 
(les o- étant premiers et, si N n'est pas premier à Q, distincts) 
sont les classes distinctes obtenues en composant les classes K| ? 
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K^ , K fft , . . . , K ff4 deux à deux, trois à trois, etc., A* à k sans jamais 
prendre ensemble deux classes K^. où /ait la même valeur. Autre- 
ment dit, si K^y, R!,y, . . . sont les classes pouvant représenter 07, 
on composera k à k les classes 

Ki/<l) 1/(1) 1/(3) 
1 » *VT, » *VJ, > "■«!, î • • • y 

K 1/(11 i/(ï> 1/(3) 

1 > ^^i i ^«T, » ^ff* . • • • » 



Ki/ : 1 î 1/ 1 J ) 1/ ' 3 ) 



en prenant toujours une classe de chaque ligne. C'est un procédé 
analogue à celui employé pour former tous les diviseurs d'un 
nombre. Mais ici on ne prendra que les classes distinctes fournies 
par celte composition. 

§ 13. Groupes de classes. Rapport du nombre des classes primitives 
au nombre des classes d'ordre ?. 

Je rappellerai d'abord quelques notions sur les groupes finis ('). 
Un système (j d'éléments de n'importe quelle espèce A,, A 2 , 
A s , ... se nomme groupe quand il satisfait aux conditions sui- 
vantes : 

i° De deux éléments quelconques, par un procédé défini quel- 
conque que nous nommerons composition ou multiplication, on 
déduit toujours un nouvel élément du même système, ce qui 

s'écrira 

A,A* = A/,. 

2° On a toujours 

(A/Aa-)Aa = A/(A*A a ) = A,-A*A/,. 

C'est ce qu'on exprime en disant que le procédé doit être 
associatif, sans qu'il soit nécessairement commutatif. Quand 
il est commutatif, c'est-à-dire quand, en outre, on a toujours 

A,-A*r= Ax A,-, 

le groupe est dit abélien. 



(' ) II. Weber, Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, § 53. 
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3° De AA|=AA*, comme de A,A=A*A, on peut conclure 

A/=A*. 

Si le système se compose d'un nombre infini d'éléments, le 
groupe est dit infini. C'est ce qui a lieu pour l'ensemble des 
nombres relativement à la multiplication. Nous ne nous occupe- 
rons ici que des groupes finis. 

Dans chaque groupe fini 

S* = A|, A s , . . ., A„, 

il y a toujours un élément A et un seul tel que Ton ait, quel que 

soit *, 

A,A° = A,. 

Car soit A,- un élément quelconque ; les éléments 
A/ Ai, A| A,, . . ., AjAj, 

sont tous différents, d'après la troisième condition, et reproduisent 
par suite Q\ donc A/ s'y trouve, soit 

(1) A/=A/A°, 

et la troisième propriété des groupes montre encore que l'élé- 
ment A est unique. On voit de même qu'il y a un élément A et 
un seul pour lequel 

(2) A/=A A,-. 

Si dans (1), (2) on fait respectivement A,-=A , A/= A , il 

vient 

A A° = A = Ao. 

A chaque élément A on en peut adjoindre un autre A" 1 tel que 
AA-'--- A-«A = A»; 

car A/A et AA/ parcourant tout le groupe en même temps que A/, 
il y aura un élément A~~* tel que AA" 1 = A , donc, d'après la 
proposition précédente, 

A-»AA-»= A-»A° = A-i= A0A-1 

et, d'après la troisième propriété des groupes 

A- 'A = A<>. 



\ 
V 



\ 
\ 
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De là résulte la signification de À" pour m > o ou il i < o : ce 

sont les résultats de la composition de A ou de A~' a\ec lui-même. 

Un groupe $ dont les éléments B,, B 2 By appartiennent 

à Çf s'appelle un diviseur de tj et - est entier. Si v=/i, c'est évi- 
dent; si v</i, soit A un élément de tj étranger à »}• Les éléments 
du complexe 

£A = B|A. B,A BvA 

différent entre eux et de ceux de 5 d'après la troisième pro- 
priété des groupes. Si CJ n'est pas épuisé, prenons-y A' étranger 
à § et à § A et formons le nouveau complexe 

5A'^B,A\ B f A\ ..., BvA\ 

dont les éléments diffèrent entre eux, de ceux de 5 cl de ceux 
de 5 A, car de B/A'=B y A on tirerait A'^B/'ByAet A' appartien- 
drait à $A contre l'hypothèse. En continuant ainsi, on décom- 
posera Ç en un certain nombre p de complexes, contenant cha- 
cun v éléments. Donc n = vjd; p est Y indice de 5- 

5 A n'est pas un groupe, car, de B/ABaA = B;A, on tire succes- 
sivement B/AB*= B y , AB*= B, * By, A = B;* B,B;\ et A appar- 
tiendrait à 5 contre l'hypothèse. 

A" 1 § A forme évidemment un groupe. Les/? groupes 

A Ï «/}A # = 5, A-»/) A, A'-i/)A' 7 ... 

sont des diviseurs conjugués de Ç. Ils ne sont pas nécessaire- 
ment tous distincts. S'ils sont tous identiques. /} est un diviseur 
propre. 

On voit que les K(D) classes primitives de discriminant D, 
relativement à la composition définie précédemment, forment un 
groupe abélien, en particulier que les puissances 

H«=i, H, H» H*-», H*^i 

d'une classe H forment un diviseur de ce groupe et que H v ~' = II" 1 
est la classe opposée à H. Ce diviseur se nomme groupe régulier 
ou période de la classe H. 

K, K, étant deux classes quelconques de discriminant D et de 



80 PREMIÈRE PARTIE. — PREMIÈRE SECTION. — CHAPITRE III. 

diviseur <x, on a vu qu'il y a toujours au moins une classe pri- 
mitive H telle que K|H = K. Quand K parcourt lesRf — ) classes 

d'ordre <x, H parcourt, en tout ou en partie, les K(D) classes pri- 
mitives; donc, quand H parcourt les K(D) classes primitives, K 

parcourt nécessairement, au moins une fois, les K(— ] classes 

d'ordre <x. 

Soient R,-(i= i, 2, . . ., r) les classes primitives telles que 
R,K 4 = K| . Ces classes forment évidemment un groupe «ft d'ordre r 
et ce groupe est indépendant du choix de K,; car, si K 2 rem- 
place Ki, on peut trouver H telle que K 4 H = K 2 . Or on a 
&K, = K,, doncâlK,H = K,H ou AK a = K 3 . 

Les K(D) classes primitives se répartissent alors d'après un 

procédé déjà indiqué en complexes 

r 

de r formes chacun. Si, dans K, H, H parcourt les /• formes d'un 
même complexe «ftH*, on aura toujours la même forme K,H* 
d'ordre o-, et deux classes primitives Ha, H a pour lesquelles 
K 4 H* = Kj H A appartiennent au même complexe, car de 
KjHA^KiH'^on déduit K l HiH^ l = K,, et, H A H^ étant alors une 
classe de si soit R, on a 11 A — RH*. 

Donc, si H parcourt les K(D) formes primitives, K t H parcourra 

/* = — r-iT— fois le système des R( — ) classes d'ordre o-. 

Ce qui précède s'applique évidemment encore, si dans le cas 
D < o, on se borne à la considération des seules formes posi- 
tives. 

Pour déterminer le groupe «ft nous remarquerons avec Gauss(*) 
que ses classes sont caractérisées par la propriété de pouvoir re- 
présenter (proprement ou improprement) le carré du diviseur <r 2 . 
D'abord toute classe de A peut représenter a* 2 . Prenons, en effet, 
dans chaque classe primitive H (§ 9) un représentant (a, B, C<r) 



(') Gauss, Disq., art. 253. 
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où a soit premier ào-etB = C==o (mod <x) ( * ). Si alors H appar- 
tient à &, on aura, d'après la définition de <ft, 

(a, B, C<i)(s r B, aC) = (a<r, B, C)c^(«j, B, aC). 

On pourra donc trouver deux entiers x, y tels que 
aux^-^r Bxy -+- Cp* = <j, 

donc ? 3 est représentable par (a, B, C?) de la classe H. 

Réciproquement, si <r 2 est représentable par les formes de H, 
donc par («, B, C*), on peut trouver x r , y tels que 

ax f * -+- Bj'/ -h C*p* = s», 

et, par suite, x'{ax' -f- Bj) zee o (mod <x). Or, si un seul facteur 

de <x manquait à x', il manquerait également à ax'-\-By, où 

B = o(mod <x) et où a est premier à o-; donc #'= o(modo-) = <rx 

et Ton a 

avx*-h Bxy -+- C^ 1 = <r, 

jr,/ étant premiers entre eux, sans quoi le premier membre serait 
divisible par un multiple de a* autre que <r. Donc <x est proprement 
représentable par (a<r, B, C), et, par conséquent (§ 10), cette forme 

équivaut à une forme de premier coefficient <r, laquelle (puisque 
le second coefficient b y est divisible par <x et que - a la parité 
de — j sera parallèle à la forme la plus simple de diviseur <x 

S = (*, X,* X * g !~~ P ) [X== D(mod/,); o<;à<i]. 

Comme d'ailleurs (av, B, C) appartient à SH, on a SH — S, 
donc H appartient à A. 



(') Si le déterminant D admet l'ordre ?, c'est que— a la forme de discriminant 

et que, par suite, <r divise Q (§ 6). On peut aisément démontrer à nouveau le 
théorème invoqué ici au moyen de la composition des formes. Prenons dans H 
une forme (a>b y c) où a soit premier à a et composons-la avec la forme la 

plus simple de diviseur <x( <r. Xj, — -. )• Soit {a<j, B, C) la composée de divi- 
seur a; (a, B, Cu) et (a, B, «C) sont respectivement parallèles aux deux com- 
posantes, et (a, B, Cs) est la forme cherchée. 

S. G 
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Voici l'emploi de la remarque de Gauss. Soit R une classe de«ft 
et dans cette classe une forme qui représente <r 2 pour les valeurs a, y 
des variables de plus grand commun diviseur 8; S 2 divisera 
<r 2 = 3 2 p 2 , p 2 sera proprement représentable par R et l'on pourra 
choisir comme représentant de R une forme de premier coeffi- 
cient p 2 . Inversement toute forme de premier coefficient p 2 repré- 
sentera o- 2 pour les valeurs 8, o des variables et, par conséquent, 
appartiendra à A si elle est primitive. 

Pour former r représentants des r classes de <ft, il suffira donc 
de trouver toutes les formes primitives non équivalentes dont 
le premier coefficient est un carré p* diviseur de o* 2 , et, pour 
chaque p 2 , il suffira évidemment de prendre les formes dont les 
seconds coefficients sont incongrus (mod 2p 2 ). 

Supposons o- premier et D = D'<x 2 . Il n'y aura à considérer que 
les formes 

<» (.,^)=B, (..,*, ^),(.,, t ,^) = F ., 

le second coefficient de Fa devant contenir <r puisque le premier 
coefficient et D sont = o(mod<r 2 ). On aura toutes les formes Fa 
possibles en faisant parcourir à b or toutes les valeurs acceptables 
(mod 2<x 2 ), c'est-à-dire à b toutes les valeurs acceptables (mod2<r). 
Donc, D ; devant avoir la forme de discriminant et b 2 — D'=o (mod 4), 

!si D' s i (mod4), b = î, 3, 5, ..., iv — i, 
si D'=o (mod 4), A=o, a, 4» •••* 2<r-2. 

/>! TV 

Il faut d'abord excepterles valeurs de b vérifiant — - — =o(modo-), 

pour lesquelles Fa ne serait pas primitive. Eludions donc la con- 
gruence 

(5) />*=D' (mod 4 a). 

i° Soit <r= 2. 

Si (^ ]=(—)= — i?(5) est impossible et l'on pourra prendre 

6 = i,3. 

Si ( jr ) = ( — ) = -f- i, (5) a quatre racines i, 3, 5, 7, et, par 
conséquent, b ne pourra prendre aucune valeur. 
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Si ( — ) = ( — ) = o, (5) a la racine b = a si D'===4 (mo<18) el 

la racine b = o si D'=o(mod8). Donc b ne pourra prendre 
qu'une des deux valeurs 0,2. 

Ainsi, / désignant le nombre des formes (3) acceptables, en y 
comprenant E, on aura 

(6) <x = a, / = <j— (—)• 

2 a ?é a (premier impair). 

Si (— ] = — 1, (5) est impossible et b peut prendre toutes les 

valeurs (4). 

(D'\ 
— J = -+- 1 , (5) a quatre racines dont deux seulement sont 

différentes (mod 2t); deux valeurs b sont à rejeter dans (4). 

Si ( — ) = o, (5) a deux racines qui n'en représentent qu'une 

(mod 25); donc une valeur de b est à rejeter dans (4). 
Ici encore on a 

(7) <r premier impair, l = a — ( — )• 

Il faut maintenant examiner le cas où deux des formes (3) seraient 
équivalentes. C'est à quoi serviront les propositions suivantes. 

La condition nécessaire et suffisante pour que Fpoo E est 
qu'on puisse trouver deux entiers t y u satisfaisant simultané- 
ment à 

/*— D'a*=4, f-4-pt/E=o (mod 2a). 

i°D = o (mod4), donc X= o. 

Les conditions nécessaires el suffisantes pour que FpcoE sont 
(§ 10) qu'on puisse trouver deux entiers jf, y tels que 

(8) *•*— T jr* = s*, 

(9) a jr -+- ftep f= o (mod?.» 1 ), 

(10) — fax — 2-^ = (mod a? 1 ), 

la dernière devient, par élimination de x avec la précédente, 
pi»«— \))y -o (mod .(?>). 
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OU 

(P»-D>^o (mod4), 
toujours vérifiée. 

Donc les conditions nécessaires et suffisantes se réduisent 
*(8),( 9 ). 

Si o- = 2, ce sont celles de l'énoncé pour x = <, yz=u. 

Si o- y£ 2, (9) montre que 2j = o (mod <x) = <jt et, si l'on pose 
<ry = u, ces conditions deviennent encore celles de l'énoncé. 

2°D = i (mod4), donc X = 1, (î = 1 (mod 2), <x^ 2. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'on ait Fp<^ E 
sont 

4 
ix -hy(i -+- pa) = o (modacr»), 

:r(i — |te) -h 2v — - — == o (mod 1 a 2 ;, 

ou 

( -Jiar -h y) 2 — Dy* = 4 <**, 

ix-t-y-h $ay = o (modaj*), 

•2(22: -4-^) — 4?^^ — aD/ = o (mod8<r*). 

Posant, d'après la première, 

(u) ix -\-y = ta 

et éliminant #, on obtient les nouvelles conditions 

(ia) *«-D>« = 4, 

(i3) t -+- P.X = o(mod2<i) = 2WU, 

(14) <*(<+- P.T) — P*** — D^ = o (mod4«j*), 

équivalentes aux précédentes, car t, y étant, d'après (1 2), de même 

parité permettent de déterminer x par (11). Or (i4) résulte des 

deux précédentes, car l'élimination de t entre (i3), (i4) conduit à 

2/n(i — p<r) h-^(P 2 — D') = o (mod 4), 

qui est identique, [3 et o- étant impairs. Donc les conditions néces- 
saires et suffisantes se réduisent encore à celles de l'énoncé. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'on ail 
F^oo F$' sont qu'il existe deux entiers t, u tels que 

t'— D'à* = 4, 

(&_ b' )t -i-(bb'— D')n~o (mod4*). 
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En effet, ces conditions nécessaires et suffisantes sont qu'il 
existe deux entiers x, y tels que* 

6*— D' 

a* .r* -f- b zry h ; y* = j* , 

6*— D' 

(6 — b')ax-\- y^~o (moda? 1 ), 

2» , x- i -(6 -+■ b')<sy » o (mod2?*). 

Comme par hypothèse — - — est ^o(mod<r), il faut que 

j'^o(modo'), et la troisième condition s'évanouit, puisque 
6=6'(mod2). Les deux premières s'écrivent 

(ivx + by)* — D>*=4**, 
2(6 — 6')<jx + (&*— iy)/Eo (auxU?*), 

ou, si l'on pose y = tm, 2 x -h 61/ = /, 

(i5) /i-D'a* = 4, 

(16) (&_&')(j_-& a )_ h (&*_D')a==o (mod4a). 

Ces dernières sont bien équivalentes aux précédentes ; car, si D 
est impair [et, par conséquent, b, puisque b 2 — D'=o(mod4)], 
t et u seront de même parité, et, si D ; est pair (donc aussi 6), t sera 
pair; dans les deux cas t — bu est pair et permet de déterminer x 
par 2Z + bu = t. 

On peut écrire (1 5) et (16) sous la forme 

**_D'w*=4* 

b — b' bb'—D , . v 

t -+- a = o (mouîJ), 

2 2 

qui est celle de l'énoncé, ou encore sous la suivante : 

**_D'a* = 4, 

b — b' t — bu 6«— D' , a , 

h — - — u == o (modj). 

22 4 

Voici enfin le théorème qui achève cette théorie et permet de 
déterminer r. 

Si ;ji est le nombre des /ormes (3) appartenant à ta elasse 
principale, on a 1= r\x. 
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i° or= 2. 

Ou bien b n'a qu'une détermination acceptable (/ = 2), et alors 
ou bien F^ooE(jjl =2, /* = 1), ou bien non (u, = 1, /• = 2), et 
dans les deux cas le théorème est démontré. 

Ou bien 6 a deux déterminations acceptables ( — ) = — 1 h et 

ces deux déterminations sont 1 , 3. Alors, s'il y a une solution (l, u) 
de t 2 — D'w 2 =4 satisfaisant à J-h(3M = o(mod4), c'est-à-dire ici 
à *± w = o(mod4), puisque (3 = 1, 3 ou =-+- 1 , — 1 (mod4), il y 
en a une (*, — u) satisfaisant à t qz u = o(mod4)» et les deux F* 
équivalent à E; donc r = 1, jx = 3, ce qui démontre le théoftme. 
S'il n'y a pas de solution de t 2 — D'w 2 =4 satisfaisant à 
/ -f- $u = o(mod4), il n'y en aura pas non plus satisfaisant à 

(£ _ b')t -+- (6//— D')w e- o (mod4<r), 

car cette congruence devient ici, en faisant 6 = 3, 6' = i, 
— D'= /\k — 1 et en divisant par 2, 

t ■+■ (2k -h i)u == o (mod4), 

ou, selon la parité de A, 

<±«30 (mod4); 

or c'est là précisément la congruence t-\- [3tt = o(mod4) à laquelle 
nous supposons ne satisfaire aucune solution de t 2 — D r u 2 = 4- 

2 <x premier impair. 

Si FpooE, il y a une solution (*, u) de t 2 — !Vw 2 =4 satis- 
faisant à t -f- $u = o(mod2o-); donc m f=^ o(mod<x), sans quoi, 
d'après t -+- fiu =o(raod2(y), on aurait aussi / = o( modo*), contrai- 
rement à f 2 — D'm 2 =4. 

Réciproquement, si (r, m) est solution de t 2 — D'u 2 = 4 et 
m ît-é o(modo-), on peut toujours trouver [3 satisfaisant à 

(17) t-h$u=zo (mod2<x), 

(18) p«— D'=o (mod4), c'est-à-dire p = D' (mod2), 

ai— D' , 

(19) r -— — 7-0 (mod<r). 

4 

Remarquons d'abord que (19) résulte de (17), (18), car de 
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£ 2 - D=4wt on déduirait D' = è 3 2 — \m-x et 

4 r= /» — D'tt*= /*— $*!**-+■ 4/W7I/*, 

/*— ?«ii* = — 4(/n7u> — i); 

donc t -h $u serait premier à <r contrairement à (19). 

Il reste à prouver qu'on peut trouver J3 vérifiant (17), (18). 

Si LV est impair, /, u sont de même parité; s'ils sont pairs, (17) 
détermine {3 (modo*), et, par l'addition éventuelle de a-, on pourra 
toujours donner à {3 la parité de D 7 ; s'ils sont impairs, j3 sera 
forcément impair comme D'. 

Si D' est pair, t est toujours pair; donc, que u soit pair ou im- 
pair, on peut toujours résoudre (17). Si u est impair, {3 sera forcé- 
ment pair, et, si u est pair, [3 déterminé (modo-) peut être rendu pair 
comme précédemment. 

j3 étant déterminé de manière à satisfaire ('7),(i8) ? (i9), Fusera 
une des formes (3) et sera équivalente à E. 

Soit [x le nombre des formes (3) appartenant ainsi à la classe 
principale; jx — 1 sera le nombre des classes de nombres ^(modao-), 
qui se tirent de /-h j3*/ = o(mod23-) pour les diverses solutions 
(/, u) de t 2 — D'u 2 = 4- Si, cherchant tous les [3 au moyen de ces 
deux relations, on épuise toutes les formes (3), on aura /=jx, 
r = 1, et le théorème sera vérifié. 

Si, au contraire, après cette opération, il reste dans (3) des formes 
étrangères à la classe principale, soit F^ une de ces formes, V 
n'appartenant à aucune des jjl — 1 classes de nombres f3(mod2o > ) 
et donnant lieu à 

6'*— D' 
6'*=D' (mod4), f^o (mod<j). 

Il s'agit de prouver que parmi les / formes de (3) il y en a jjl — 1 
différentes F$ qui sont équivalentes à F^ et 7^ F*-. Pour cela je 
montrerai qu'à chaque b donnant une forme F* 00 F*» et ^F$' ré- 
pond une seule des 4 u — 1 valeurs (3 de tout à l'heure cl inverse- 
ment. 

Si l'on a F^Fa et F$=z£ F*', il y a une solution (/, //) de 

(30) /«— D'm*^4, 
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vérifiant 






/ b- b' t — bu 6*— D' 

l 1 —- U =s 

l a a 4 


(21) 


! 

< OU 




1 b — U bb'—D 

[ t H U s 



(moda) 



(raodaa). 

Si m était =o(modff), il faudrait l = o(mod<r) car est 

premier à <x [sans quoi b = 6'(mod2a-) et F* = F$] ; or, cela con- 
tredit (20); donc on a 11 ^o (modo-) et l'on peut, comme précé- 
demment, trouver j3 satisfaisant à 

Î/-hJ3a = o (mod2<j), 
8*— D' 
p*— D'e=o (mod4)î ^o(moda). 

Donc à notre solution (1, m) vérifiant (21) répond une des ix — 1 
classes de p. Voyons comment cette classe est déterminée par 6. 
En éliminant t entre (21) et (22), on obtient 

u ( »- — ) =1 o (mod<x), 

ou, u étant premier à <r, 

j— — -o (moda), 

(23) 



A ou 



b$ — b\b -4- P)-+- D' = o (mod49). 



étant premier à <r, cette congruence détermine * (modo-), 

donc b -+- (3(mod2o-), donc [3(mod2<r) de la parité de b ou de D', 
et, comme elle ne détermine qu'une classe (mod2o , ) ? c'est celle 
qui satisfait à (22). Donc à chaque forme F^ooF^ et y^Fp ré- 
pond un et un seul des jjl — 1 nombres [3. 

Inversement, à chacun des jjl — 1 nombres [3 répond par (23) un 
seul nombre b donnant une forme F* appartenant à (3) et équi- 
valente à F*'. 

En effet, on a par hypothèse 

3 — b' 
3 — b ' ztâ o (niod-27), ^ 7.^0 (mot! 7), 
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et par conséquent la congruence (23 V qui s'écrit ainsi (elle est 
symétrique en 6, fiï 

(i4) *- ~ *- — ; ==o (modi), 

est soluble en p , donc détermine {$ -f- 6(mod2a-), donc 

ht—— IV 
6(mod2i) de la parité de Ji ou de IV. De plus, — - — n'est 

4 
pas divisible par <r, car si Ton avait 

6* D r 

(o5) - — =° (modcx), 

4 

il en résulterait, en retranchant (25) de (*4)* 

* 4 ~~ 

ft + 6 6 — y _ 



_ o (mod?>, 
a a 4 



o (mod?). 

Donc un des nombres - » serait == o(moda^; donc 

6== — p (modsa) ou b==b' (mod-ia), 

6*==P* (mod4ff) ou &*=&'» (mod4<r), 

6*— D'=p*— D' (mod4ff) ou 6J-D's6'»-D' (mod4<r), 

o=p«— D' (mod4«j) ou o = 6'«— D' (mod4<j), 

toutes deux impossibles par hypothèse. 

Ainsi (24) fait correspondre à ^ un nombre b donnant une 
forme F*; il reste à montrer que F^ooF^. Or il existe une solu- 
tion (*, u) de t 1 — D'u*= 4 donnant 

/ + Pme=o (mod2<x). 

Éliminant Centre cette congruence et la congruencc (^3) multi- 
pliée par «, on obtient 

b — b't — bu 6*— D' , . x 

1 -u==o (mods), 

11 4 v ' 

qui avec t* — D r u 2 — 4 caractérise l'équivalence de F$, F$. 

Donc parmi les / formes (H) il y en a toujours ;jl appartenant à 



90 PREMIERE PARTIE. — PREMIERE SECTION. — CHAPITRE III. 

chacune des r classes de A. Donc 

•(26) / = T{X, C. Q. F. D. 

Distinguons maintenant les deux cas D'< o et D'> o. 

mi 

Soit d'abord D'<o. t 2 — D'w 2 =4 a t solutions et E(D') = e T . 

Si D'< — 4j ' = 2 et les seules solutions sont t = ± 1 , u = o 
non premier à <x ; donc [x = 1 , r = L 

Si D'= — 4? ^ = 4 et les seules solutions où u soit premier à a- 
sont £ = 0, h = ±i; (3 est déterminé par ± (3 = o(mod2<x), 

donc, D' étant pair, [3 = o, jx = 2, r = -• 

Si D'= — 3, t = 6 et les seules solutions où u soit premier à <r 
sont £ = ±i,tt = dzi; (3 est déterminé par [3 = ± 1 (mod2o-), 

donc P = 1, j3 = 2<x — i;jjl = 3, /*=»• 

On voit que [jl = - dans tous les cas et, comme toujours 

E(D) = e™, on aura dans tous les cas 



(27) K(D) = rK(£), / = r f i, fi : 



logE(D) 

w«(S)' 



5W* maintenant D'> o. Nous arriverons aux mêmes résultats 
(27); mais la démonstration est moins simple. 

Lemme. — Si (t r , w'), (*", u") sont deux solutions de 

(28) t*— D'a*=4, 
satisfaisant à 

(29) rV-Bi'so (mod2ff), 
o/t awra 

(30) fjtifVÇ - <i±Jfi/P f+u'fîP m 

2 "~ 2 2 

(/1, w,) e*a/z* une solution de t 2 — Dm 2 = 4 e* réciproquement. 
En effet, on a 

(/'-h «VF) (r— 1/VB 7 ) = ''*' — DV«"-h (hT — /'«") /D 7 . 
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Or, /Y— D' u'if esl toujours pair, car, si D'est pair, /', f le 
sont el, si D ; est impair, t f el u! sont de même parité comme aussi 
f el i/*. Posons donc 

*'**—DVa* = 2/i, lït'—t'u'=. 2M,J, 

on aura 

En multipliant les deux nombres de (3i) par — , on ob- 
tient (3o). 

Réciproquement, si (t t , «,) est solution de t 2 — Da 2 =4 et 
(*% a*) de (28), (3o) donnera une autre solution (/', u') de (28) 
vérifiant (29). On voit d'abord comme précédemment, en rem- 
plaçant dans (3o) Ut^D par w l o , ^/D', que (*', m') est solution de 

(28), et, si l'on multiplie les deux membres de (3o) par — , 

on obtient (3i), donc 

ff — D'uu'= 2*1, u! f — J'w*=2Mi<j = o (modij). 

On appelle équivalentes deux solutions (*', u'), (*", //) de (28) 
vérifiant (29). 

Deux solutions (/*, u?) y (*'", w w ) équivalentes à une troisième 
(/', i/') 50/1/ équivalentes entre elles. En effet, entre 

(3î) *'tf* — u'f==o (modaa), 

(33) t'u m — mT—o (moda<j), 

éliminons successivement *', */; il vient 

(34) u'(t'u m —uT)œo (moda<j), 

(35) f(i"u m —uT)zso (mod2<j). 

Si <r est premier impair, t r et u' ne pouvant être tous deux divi- 
sibles par <r à cause de la relation t' 2 — D'*/' 2 = 4> (34) ou (35) 

donne 

t*u m —u"t m ==o (modd), 
d'où 

fuT— aT== o (modaa), 

puisque, quand D' est pair, /" et t m le sont, et que t" et u" comme 
t" f el u rf sont de même parité quand D' est impair. 
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Si o- = 2, il faut distinguer plusieurs cas. 

Si l'un des deux nombres u f , t' est impair, (34) ou (35) donne 

(36) /'tt w -aT=o (mod4). 

Si t! y u! sont tous deux pairs, ils ne sont certainement pas tous 
deux divisibles par 4> car t' 2 — D'w' 2 serait = o(modi6). 

Soient /'=o(mod4), w'=2(mod4). Alors D'=i(mod4) à 
cause de *' 2 — DV 2 = 4. (3a) et (33) donnent t"= t"'== o(moda) 
et* 2 -D'w 2 =4, «"=*/"= o(mod2), d'où (36). 

Soient *'=2(mod4), M / =o(mod4). (3a), (33) donnent 
m" = u w = o(mod'j) et t 2 — D'm 2 = 4 exige dans tous les cas 
*"=*"'= o(mod2), d'où (36). 

Soient/'— 2 (mod 4), u'== 2(mod4). Alors t f2 = u' 2 ==4(modi6) 
et t 12 — D'il' 2 = 4 exige D' == o(mod4). Donc t" et t w sont pairs. 
D'ailleurs (32) et (33) montrent que t" et u" comme i" et u m 
sont de même parité. On a donc bien encore (36). 

Nous rangerons dans une même classe toutes les solutions 
équivalentes de t 2 — D'w 2 = 4. 

On voit d'abord que toutes les solutions dont les seconds nom- 
bres u sont = o(modo-) appartiennent à la même classe, car de 

*(/> tt (*) _ *i« u {t) == ( mod ff) 

on conclut, comme tout à l'heure, 

tu) u w _ ;(*) a (i) == o ( mod 2(J), 

quand <r est impair; si o-= 2, il suffit de remarquer que, w étant 
pair, t le sera quel que soit D' et que, par conséquent, 

uW îe= u {k) s o ( mod 2 ) 
entraîne 

*(/) „<*) _ t ik) U U) ^ ( mod 4 ). 

Considérons maintenant les solutions *, u où u^âo (modo*). 

Deux d'entre ces solutions (t', «'), (/", u") sont équivalentes 
quand elles fournissent par les congruences 

t'-h$u'=zo (modaj), 
t"-h $u"=-.o (mod 2 7), 
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respectivement deux nombres |3 = (3', (3 = fi* de la même classe 

(modîj) et réciproquement. 

D'abord de 

t'-t-$'u'==o (modaff), 

/'H-P'a'^o (modas), 

p"=p' (mod2<j), 

on déduit, en remplaçant J3 7 par j3' dans la seconde et en éliminant (3', 
t'u'—u'f^o (modaj). 

Réciproquement de 

<'+P'm' = o (mod'25), u'féo (modd), 
/*-hp*a* = o (modacr), u'^éo (raodff), 
t' u' — u't'==*o (modacr), 

résulte, par élimination de ;', t" , 

(P f - $')u'u'=o (moda<j), 

et, comme {3', (3" ont la parité de D' d'après une observation précé- 
dente, donc (3' — |3*= o (mod2), on aura, quel que soit o-, 

P'— p'==o (modaff). 

Donc le nombre des classes de solutions (t, m) est [x. 
Or (3o) fournit toutes les solutions (f, u") équivalentes à une 
solution (£*, u 1 ) lorsqu'on y fait 

(T, U) étant la solution positive minimum de t 2 — D« 2 =4, 
et n prenant toutes les valeurs entières ^o et <^o, ce qui donne 

En faisant varier l'entier n on obtient au second membre les 
termes de deux (à cause du double signe) progressions géomé- 
triques de raison E(D). On pourra donc trouver dans chaque 
classe de solutions un représentant (*", u") et un seul tel que 

f < f -t- «yg T + U/D _ T-t-ffU/D 7 
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(celle des deux progressions à prendre étant ainsi parfaitement 
déterminée). 

Il y a donc, en y comprenant i, jx termes ;— ^ — inférieurs 

a 1 — , et puisque tous ces termes, comme ; — — lui- 
même, sont de la forme E(D') n , on a 

E(D) = E(D>, 
lo g E(D) 
^""logECD')" 

Donc, comme pour le cas des déterminants négatifs, on peut 
écrire 

(37) D>o, K(D) = rK(S), /«,* „- J2£^>. 

V ' »o«B(S) 

Extension au cas où o- n'est pas premier. — Soit maintenant 
D = D' <T}<i . ..<rj = D'S», D'= D' u , 

les o-,- étant premiers, non nécessairement différents, S étant divi- 
seur et constituant l'ordre considéré, D' ayant par suite la forme 
de discriminant. Posons 

D' f <r}=D' lv D' *îcrî = D' t , ..., D>}...ŒÎ=Di=D, 

et soit li la valeur du nombre / répondant à 07. On aura 

K^D'ï-Z K(nM logE(Di) 
K( D i)-'|K(Di) |ogE(Di) » 

K(D I )-/.K(D 1 ) î5 p^j. ) , 

• » 

>gE(D '*- t ) 

d'où, par multiplication, 

K (Di) = ( ,„... ; ,K (D; ,g^.K ( D i ,n[.,-(^)]^a». 

I=rl 

Or ( --- 1 ) est nul quand D',,, = o (modo-/) et égal à ( — ° ) dans 



R < D *>='< K < D *-'>T^ETDïr 



i = k 
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le cas contraire. Donc 

l K(D) -£rrr, ( D '\ ■l 'og^p') D-D-s» 

\ (<j parcourant tous les facteurs premiers différents de 2). 

Nous retrouverons cette formule capitale par une méthode toute 
différente. 

Si D'= D , on peut énoncer ainsi le résultat (38) : 

L'expression 



«(§)n[-G)i]-"(ï)' 



où le produit s'étend à tous les /acteurs premiers distincts q 
de - t <*> l& même valeur pour tous les ordres caractérisés par t. 

Soient, pour un même discriminant D, 

K une classe quelconque de diviseur 2 = a t <r t . . . a*, D = D'S*, 
K| » » <j/(* = i, 2, . . ., k), 

& le groupe des classes primitives telles que <&K= K, 
&/ » » Jl/KjsK/. 

«?R se compose de toutes les classes pouvant représenter S a , c'est- 
à-dire (paragraphe précédent, fin) de toutes les classes distinctes 
obtenues par la composition 

(3 9 ) &,&,...<&*; 

on sait, par ce qui précède, que ces classes distinctes sont au 
nombre de $£>• 

En particulier, si les ay sont premiers et différents, on a 

*,= E, F P „ E = (i, l, -~)> Fp.= («?, P."/ — 4 v7^) ' 

el les formes de Ai sont au nombre de 

k(D) „ r, /D»yi logE w / 
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Soient D < o et k > i ; alors E ( -^ ) = E(D), et l'on a, pour le 
nombre des classes fournies par l'algorithme (3p,), 

4I[-(S) *]-*$• 

c'est-à-dire qu'elles sont toutes distinctes. 

Si k = i, E ( -y J peut n'être pas égal à E(D); mais le résultat 
est le même puisqu'il n'y a qu'un groupe Sl t . 



SECONDE SECTION. 

FORMULE FONDAMENTALE. APPLICATIONS. 



CHAPITRE IV. 

L'ÉQUATION DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉE PAR KRONECKER. 



§ 14. Quelques théorèmes sur les séries infinies. Développement 

at 

de ^M„a^ ,-Jr suivant les puissances de x. 

Je réunirai ici quelques propositions sur les séries pour n'avoir 
pas à y revenir. 

i. La condition nécessaire et suffisante pour que la série 

(8) < ** 

1 "»i "V 

( (i,k- 1,2, ..../?; //ii, ...,//i p =o, itri.ika, ...,zfcx), 



où les a/A sont supposés réels (s'ils étaient complexes, on consi- 
dérerait la série des modules) et leur déterminant ^é o, est que 

la forme loLuXiXk soit une forme négative. 
/,* 

En effet, la série (i) est convergente ou divergente en même 
temps que l'intégrale 

U) f "f ^ L%ikriX "dx ï dx i ...dx p . 

Or on peut toujours trouver une substitution des xi (et 
même une substitution orthogonale, mais peu importe ici) telle 

que la nouvelle forme 2 soit une somme de carrés sans rectangle. 

s. i 
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Si J (J 7^ o) est le déterminant de la substitution, et (3/* les nou- 
veaux coefficients, l'intégrale (a) prend la forme 

(3) [*" ... r~e 1 * iiy '\i\dy x ...dy p . 

«/—«, •''-90 

Or, d'une manière générale, l'intégrale 

! e ajr * dx (a réel) 



est infinie, si a est positif, et égale à — 



si a est négatif ('). 



Donc, l'intégrale (3) sera infinie, si un seul des $u est positif, 
et finie, s'ils sont tous négatifs. 
La considération delà série 



e 



i.k i 

j atrt n»i m* -+■ 2 «I "»ï 



2 

conduirait à l'intégrale 

et la conclusion serait qu'il suffit de considérer la série (i), car 
l'intégrale 

i e ax* + bx = i e \ \a) ha*dlx-A ) (d, 6 réels ) 

est finie ou infinie selon que a est négatif ou positif. 
Enfin la série 



( ^ Umpe***'"""**** 1 -' 



ijc 

(4) 



(t.A = 1,2, ...,/>; j = 1,2, ..., q\ q<p) 



(') Voir le Cours d'Analyse de M. Jordan, t. II, p. 167. 
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converge dans les mêmes circonstances, car l'intégrale 
/ x b e ajc *dx (a, b réels; b > o) 

est finie ou infinie selon que a est négatif ou positif. 

En observant qu'xin polvnôme F(#, y) du second degré en x 
eten^, où les coefficients des carrés sont positifs, peut s'écrire 

a*x*-\-2abxy -h c*y*-+- ?.adx-\- i(bd -h ce)y -h/ 
= (ax -r by-h d)*-f- (cy 4- e)*-\-f— d 1 — e-, 

on voit que les termes du reste de la série \V"~ j:r<m,rt) décroissent 

constamment quand x croît à partir d'une valeur A assez grande, 
et que, par suite, la série est uniformément convergente dans 
l'intervalle (A, oo). La même remarque s'applique au cas de plus 
de deux variables. 

2. La série ( f ) 

S = a x « t -h ol % u t h- . . . -h %k Uk ■+■ . . . 
sera convergente si le module de 

n-hfi 

n-4-1 
tend vers zéro avec - quel que soit/?. Or, on a 

-+-(«„+,_, — X„+ p )(U n +i-h...-h U n+p -i) 

"+-(*/M-p-î — *ft-4-#»— l)( u »+l -h. . .-h M/j+^-j) 
H- 

-H ( «/m-i — 2/1+1 ) W/n-t , 

| R | < | *«-»-/> 1 1 Wi,+i -+- . . . H- **»+,, | -+■ | a»-»-/,-! — OLn+p 1 1 «/1-4-I -H ... H- Mjt+p-i | 



-H«*+i— *m-i|| w»-4-i|, 



(») Voir le Cours d'Analyse de M. Jordan, et le supplément IX de M. Dede- 
kind aux Vorlesungen ùber Zahlentheorie de Dirichtet. 
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Si J (J y£ o) est le déterminant de la substitution, et (3/* les nou- 
veaux coefficients, l'intégrale (a) prend la forme 

(3) / ••/ e" ? " ïi \i\dy x ...dy l> . 

Or, d'une manière générale, l'intégrale 

/ e ax% dx (a réel) 

est infinie, si a est positif, et égale à — > si a est négatif ( ' ). 

I v a 

Donc, l'intégrale (3) sera infinie, si un seul des (î/i est positif, 
et finie, s'ils sont tous négatifs. 

La considération de la série 



e 



i.k i 

,2 *«* m i "•* •+- ,2 a î ,n i 



m t , ... 

conduirait à l'intégrale 

£"£ %i ' p " ,+p, ' r " |j| ^-^ 

et la conclusion serait qu'il suffit de considérer la série (i), car 
l'intégrale 

j e *x*+bx = j e "\ x ta) ^ut d ( x _ h JL \ (a, 6 réels) 

est finie ou infinie selon que a est négatif ou positif. 
Enfin la série 



( ^ nmW« i **"' , " l + 2 a> ' 



\ Y II mft 

(4) 

/ "■' r 

\ (i,A=i,2, ...,jd; J =i,2, ..., q\ q<p) 
( f ) Voir le Cours d'Analyse de M. Jordan, t. II, p. 167. 
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converge dans les mêmes circonstances, car l'intégrale 



s: 



x b e axX dx (a, b réels; b > o) 



est finie ou infinie selon que a est négatif ou positif. 

En observant qu'xin polvnôme F(x, y) du second degré en x 
et en y, où les coefficients des carrés sont positifs, peut s'écrire 

a*x % -*-iabxy -+- c^-t- f.adx -+- i(bd + ce)y -+-/ 
= (aor-t- £jf-h rf)*-f- (c/ -h <?)'-+-/— <^* — e 5 , 

on voit que les termes du reste de la série^e~ ,rF ' m,w) décroissent 

constamment quand x croît à partir d'une valeur A assez grande, 
et que, par suite, la série est uniformément convergente dans 
l'intervalle (A, oc). La même remarque s'applique au cas de plus 
de deux variables. 

2. La série ( f ) 

S = a x «i -+- ctj wj -h . . . -h «a : "a ■ -»- • • • 

sera convergente si le module de 

«-4-/» 

B = 2 a* a* 

n-4-1 

tend vers zéro avec - quel que soit/?. Or, on a 

n-¥p 



R= ]/]**"* = 3f«4-/»(«/t+l+...+ «n+/,) 



-+-(*/H-p-f — *n+/)-l)( tt n+l+- • ."H W/i+/»-l) 
-h 

■+■ ( a «-»-l — a »-«-I ) W/i-»-l » 



-+" | «/i+ 1— «/»+î H Mji+iI, 



(') Voir le Cours d'Analyse de M. Jordan, et le supplément IX de M. Dede- 
kind aux Vorlesungen itber Zahlentheorie de Dirichlet. 
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et, si U est le maximum des | u„ +i -f-. . . 4- Un+ P - i\ (i =o, i , . . . , /> — i ), 

(5) |R|<U j|a*+i — CL H + t \ -+-... H-|a» +p -i — a -+p |-4-| «*+ P ||. 



Donc S convergera, en particulier, si les sommes y Uk restent 

finies quand m croît indéfiniment et si, en même temps, la série 

|«i — a,|-f-|a,— a 8 |-h... 

converge, a* tendant vers zéro avec t* Ces conditions sont évi- 
demment vérifiées si les a* sont réels et gardent le même signe 
tandis qu'ils décroissent constamment jusqu'à zéro; on a alors 

(6) | a! — <t f \-h\* t — *i| -*-... -H «i^-i — a «l = |*i — *»|- 

On voit par la démonstration précédente que, si les a* sont des 
fonctions d'une variable x vérifiant, quel que soit x dans un cer- 
tain intervalle, les conditions marquées, la série 2 a* «a conver- 
gera uniformément dans cet intervalle, pourvu que les a* y tendent 

uniformément vers zéro avec 7 • 

k 

Prenons, par exemple, 

log A a* 

les an étant réels et croissant avec k sans limite (a { ^i). La série 

sera uniformément convergente et, par suite, continue en x dans 
l'intervalle ( — i + e,oo)(e >o), quel que soit A. La formule de 
Maclaurin donne donc, si l'on remarque que/ (A) (x) est la dérivée 
d'ordre h de f i0) (x) y 

Ad a\ +x Ad a k Ad a k 






R à = <-.)*** /"'(. -/)*-' \\^T uZ^nX^ d ^ 



Iog''cr* 



r (/# — i)!«| 
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et, tant que h reste fini, R* est un infiniment petit d'ordre h, quel 
que soit x dans l'intervalle considéré. 

Je dis que, si x > o, R* tend vers zéro avec t • En effet, le coef- 
ficient de un dans la série qui figure sous le signe / est, en mettant 
y pour loga* et (î pour i -+- tx. 



Comme on a 



z = Tm#> (P> °'- 



<Hog* _ h _ a 
ày y P ' 



le maximum de z pour chaque valeur de h est unique et a pour 
valeur 



K. 



I I 

a = 



V(h)e* r(A)(aA)-* pe 

Or, la définition 

T(/i)= T ar'*-i *-*<&• , 

donne, si l'on y pose x = ahy, 

T(h)(ah)-*= f yf^*e-»kydy 

Jr x r { - ?L 

f yh-i er* h v dy •+ I y- h -*e r dy. 

r 1 i 

La première intégrale est comprise entre o et / y*"* dy=r- 

La quantité placée sous le signe / de la seconde a pour dérivée 

ah 
(A-hi)c y f ah \ 



Son maximum a donc lieu pour y = -= — — et il est 

r J h -+- 1 

/ ahe X -'*-»-»■ 
ou, en posant, A 4- i = /?, 
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Quand n croît indéfiniment, le dernier facteur tend vers e. Le 
précédent tend vers l'infini si Ton a 



loga <— 1 



a< 



Cela posé, remarquons que 



P: 



ah 



I-f- tX > I, 



ah 



X > O. 



/ y-h-v e Xdy> y-h-\ e y dy 

• 'o «A 



> 



f j-«e y dy. 

o 



Or, cette dernière quantité croît indéfiniment avec /i, car sa dé- 
rivée par rapport à n, qui est 

£ l " i): g?[-(-i)-*]<'+è'~~(-ïr- 

croît elle-même avec n sans limite. Donc le maximum de z tend 
vers zéro. 

Donc, si kh est la valeur de k pour laquelle z est maximum 
quand on ne donne à y que les valeurs isolées loga* et U* le 



maximum de 



Uk 



* = * 



quand m croît de i à oo, on obtiendra 



comme on a obtenu (5) et (6) (seulement les quantités qui jouent 
ici le rôle des a* croissent constamment avec k jusqu'à ce que 
k = kh, puis décroissent constamment avec -r jusqu'à zéro), 
* = » 

/ fI [1 \og f 'ai 1og*dfr log^flihH- i 1 

Cette dernière quantité tendant vers zéro avec j> on aura, pour 
o: >o, 



lnjï x "rf„ 
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et, comme le premier membre est continu en x pour x>o y le se- 
cond, qui converge et représente le premier pour x > o et pour 
x = o, est aussi continu en x pour x 5o. Cette proposition com- 
prend comme cas particulier un théorème de Dirichlet (*). 

Un cas particulier très utile est celui où u n = (— h D étant 

un discriminant fondamental et a n = n. On voit que la suite des 
u„(n = i , 2, . . . , oo ) se décompose en tranches de la forme 

n = (* + l)|D.| «=|Dol 

On a donc 

n = \ 

/D„\log*n t 



, , 11 = 1 



( -"*T^ 



n = l 



et, par conséquent, 

<8) 1 

P 



L n :[p2(^)^- P J=o- 



3. Si Ton a 

a t u\ -f- a t u\ H- . . . = a'j MjP -h a\ uf -+- . . . , 

pour toules les valeurs de p supérieures à une grandeur donnée r, 
les m, a\ étant réels et 7^ o, les i*,-, u t étant positifs et décroissant 
constamment à partir d'un certain rang, enfin les séries convergeant 
pour p > r, on aura aussi 

cii=a' h Ui=u' h i = i,i, 3, .. ., x (*). 

En effet, les quantités a/i/J 4- *, d t u'f+ t jouant le rôle des m a du 
troisième théorème, et wP"""', w^""" 4 " 8 celui des a*, on voit que les 



(') liecherches sur quelques applications de l'Analyse infinitésimale à la 
théorie des nombres, § l {Jaurnalde Crelle, t. 19), et Zahlen théorie, §§ 101, 113. 
( 2 ) Comparer le* Vorlesungen iiber Zahlenthcorie de Dirichlcl, §§01, 143. 
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deux séries sont fonctions continues de p pouro > r; de plus, les 
w/, u\ décroissant à partir d'un certain rang, on peut ranger les 
termes de manière que les i/,-, u\ décroissent à partir du premier 
terme, ce que nous supposerons fait ( l ). Soit alors u K ^u\\ on aura 



«1 



\m,/ a x \uj "" ai Ui/ «i\Wi/ 



pour toutes les valeurs de p supérieures à r. On peut prendre n 
assez grand pour que l'ensemble de tous les termes d'indice > n 
dans les deux membres soit < e quel que soit p > /*, puis p assez 
grand pour que la somme des termes d'indice ^ n qui dépendent 
de p dans le second membre soit elle-même <£. Alors l'égalité 

u' 
précédente exige — - = 1 pour que le premier terme du second 

membre soit fini, puis — = i pour qu'il soit égal à i . On verrait 
de même ensuite que a 2 = a 2J u 2 = u 2 , .... 

A. Considérons une série à termes réels positifs, fonctions dex 

S(ar) = u t -h ut-h w 3 + ... = S n (ar)-h u n -h u„+i -+• u A +, -+-...= S n (x)+ R(n, x), 

uniformément convergente pour #;>£(!■ arbitraire mais > o) et 
divergente pour x = o. Zx?u n est nul avec x si les m restent finis 
pour x = o j mais il n'en sera pas nécessairement de même de la 
limite de 2x?u H = xP S(x) quand x tend vers zéro. 

Si xS(x) reste fini quand x tend vers zéro, V intégrale 

• P 

x? S (r) dx (p > o et fini) 



r 



est égale à 



2/' 



x? u n dx, 



et elle est fonction continue de p pour p > o. «S* rfe />/i/s /a 
5c?/7t' x? S(x) converge uniformément pour p > o, quand x est 



(') On suppose que les u i diffèrent les uns des autres. Si plusieurs de suite 
étaient égaux, on les réunirait d'abord en un seul terme. 
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supérieur à une constante a convenablement choisie, et si elle 
tend vers zéro avec - comme — ^ pour p > o, p pourra être 
infini. 

En effet, soit d'abord [3 fini; pour établir la première partie, il 
suffit de prouver que l'intégrale 

\ n = ! x?ï{(n,x)dx = ! x?- l xf\(n,x)dx 

peut être rendue aussi petite qu'on veut en prenant n assez grand. 
Or, on a 

]„= i xP~ixR(n,x)dx-+- f xp-^x R(n, x)dx (o < a < p), 

et Ton peut prendre a assez petit pour que le premier terme 
soit < - quel que soit n, puis n assez grand pour que Ton ait 

xHinxx'? 1 —- 



2 pp — aP 
quel que soit x entre a et {3; on aura alors 

I/»<6. 

Si p était infini, on partagerait le champ de I„ en deux parties 
par une valeur finie b > a ; le raisonnement précédent s'appli- 
querait à la première intégrale, et l'on aurait 

/ x?S(x)dx — \* / xPu n dx\ 

d'ailleurs, xP S(x) étant uniformément convergente pour x > <?, 

f xPS(x)dx — V / x?u n dx\ 

1,00 

n 

f xpS(x)dx—\l xPtindx. 
• o , * o 

Pour établir la seconde partie de la proposition, nous suppo- 



donc 
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serons encore (3 d'abord fini. Il s'agit de prouver que l'intégrale 

1= / (x?+à? — x?)S(x)dx 

peut être rendue aussi petite que Ton veut. Or, le théorème des 
accroissements finis donne 

arP+Ap_ x9 = AparP+ÔAp log* (o < 6 < i). 
Donc 

I = Ap / x?+**9-i[xS(x)]\oçxdx. 

11 suffit de montrer que l'intégrale qui forme le cofficient de Ap 
est finie. 

Or cela est évident, puisque la fonction placée sous le signe f 
n'est pas infinie du premier ordre pour x = o. 

Si (3 est infini, on décompose le champ en deux parties par une 
valeur b finie et > a, ce qui donne 

y%» j%b >,» 

/ x?S(x)dx= f x?S(x)dx + x?S(x)dx. 

Jq Jo Jfi 

La première intégrale du second membre est fonction continue 
de p d'après ce qui précède. La seconde peut s'écrire 

Jf x?S n (x)dx-h f xpïi(n,x)dx\ 
b Jb 

on peut prendre n assez grand pour que la dernière intégrale soit 
d'une petitesse arbitraire quel que soit b > a, puis b assez grand 
pour que la première soit également d'une petitesse arbitraire. 
Donc 

/ x?S(x)dx 
*< o 

est fonction continue de p et la proposition énoncée au début est 
établie dans ses deux parties. 

Si l'on a, au lieu de S(#), une série double à termes positifs sa- 
tisfaisant aux mêmes conditions, on rangera ses termes suivant une 
loi quelconque; elle sera ainsi assimilée à une série simple et les 
conclusions précédentes subsisteront encore. Ces conclusions 
subsisteront également pour une série double à termes complexes, 
si la série des modules satisfait aux mêmes conditions que S(.r). 
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Ainsi les séries.. 

n 

S(*)=2«- , " r » 

O.oo 

S x (x) =\e-*/ { '"' n ) (m, n=o, rhi, :t 2, ..., ±x), 

m, n 

f( /w, n ) = am*->r- bmn -h c/i*, 

la parlie réelle de f(m, n) étant une forme positive ç(/w, n) de 
discriminant D, donnent lieu au théorème précédent. 
En effet, la convergence est d'abord uniforme pour 

x > {({arbitraire > o), 

puisque les modules de tous les termes sont fonctions décrois- 
santes de x. Il faut ensuite montrer que les séries x S(x), x S, ( x) 
ne croissent pas indéfiniment quand x tend vers zéro. Cela est 
évident pour 

1 — € x 

qui tend vers i quand x tend vers o. 

Considérons maintenant la série \xe~ x V {m ' n) et rangeons les 

termes suivant une loi telle que ©(m, /z)n'aille jamais en décroissant. 
Soit 



11 = 00 



n = \ 

la série ainsi obtenue. On verra au § 17 que, si /(/) est le nombre 
des u n qui sont Sf(t), 

,. /(/) r n air 

lim - — = lim — = — _z_ — = o*. 

On peut donc trouver k tel que, pour n^ £, 

10— £< < W -+- 8 , 

s étant donné arbitrairement, et par suite 



>—t)\jre-»y< Vjp J ««<(w + V *r "-, 



(fo- 
rt - * n - k rt-k 
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/! = « 

\^xe~ nx comme xS(x) tendant vers i, on peut conclure que 

n=k 



xS*(x) tend vers-==- 

Nous déduirons d'ailleurs de la transformation des fonctions 
elliptiques une formule [§ 23, (19)] qui, si Ton pose dans S©(#), 

x = » donne immédiatement ce résultat. 

On voit donc que x S|(^r) reste finie quand x tend vers zéro. 

Enfin les séries x? S(#),' x? S t (x) convergent uniformément 
pour x > p, car, pour x > p, la dérivée en x du terme général est 
toujours <o; de plus tous leurs termes tendent vers zéro comme 
e" x quand x croît indéfiniment. 

Donc les intégrales 

n 
0,« * ° m,n 

sont respectivement égales à 

n 

V j x9e~ n *dx, V j x?e-*f (m > n) dr, 

0,« ° m,n ° 

et sont fonctions continues de p pour p > o. 

§ 15. Équation de Diricblet ('). 

Choisissons dans chaque classe de déterminant D un repré- 
sentant (a, b, c), et considérons la somme 



a,b,c «, y 



<t,b,c a, y 

X s'étendant à tous les représentants des classes, et a, y parcou- 
rt, b, c 
rant tous les couples de nombres entiers (positifs ou négatifs) pre- 



(') Voir Kronecker, Sitzungsberichte, p. 768-779; 188/i. 
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raîers entre eux, sauf a = y = o. Désignons en général par m les 
nombres ainsi fournis par a a 2 -h 6ay 4- cy*. 11 y aura j£(D, 4»*) 
groupes de représentations du nombre /w, et chaque groupe con- 
tiendra autant de représentations qu'il y a de solutions à l'équa- 
tion /* — Di/ 2 = 4. 

Si D < o, le nombre ? de ces solutions est fini : 

t = 2 pour D<— î, - = 4 pour D =—4, -c = 6 pour D =—3 (§9). 

Si D > o, le nombre des solutions et, par conséquent, celui des 
représentants contenus dans chaque groupe, est infini. Nous iso- 
lerons alors dans chaque groupe une des représentations de la ma- 
nière suivante. Toutes les représentations (a, y) du groupe corres- 
pondant à la racine /i, de ri* = D(mod4'w) sont fournies par le 

premier et le troisième nombre des substitutions ( Z ) transfor- 
mant (a, b,c) en (m, n h /,-) (/i? — 4m/, = D). Or, ("' ^j 
étant une de ces substitutions, toutes les autres sont de la forme 



(D 



/ »[«„/ — ( bz -*-ic^ )u] t[?o« — ( 6?o-*-2Co )n] \ 



Donc la forme générale des nombres représentants est 

(2) a = {[a t ^(bi -^ic-( )u] t 7 = \ [?<»' -H (2aa -+- 67,,)!/]. 
Pour toutes ces valeurs, on a 

a a* -h 6 ay "+" c 7* = m » 

(3) 4am = [2a a -+- {b -+- /G)?] [20 a -+- (6 — i/D)y], 

les deux derniers facteurs étant égaux respectivement, d'après 
(2), à 

[ 2aXo ^(^/D) Vo ]— J^, [™ ao + (6-v/D) ïo ]^^, 

et, par conséquent, toutes les valeurs de ces facteurs étant de la 
forme 

\ na%+(b + v/D)Y=±[2aa -4-(^-+-/n)To]E w (DK 
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Toutes les quantités 2aa -h \b ± y/13) y étant ainsi en progres- 
sion géométrique de raison E(D);>i, on peut toujours, étant 
donné N réel > o, déterminer, et d'une seule manière, le signe à 
prendre dans les seconds membres de (4) et la valeur de n pour 
que 

N<aa«-t-(ô-f-|/D)Y§NE(D). 

Supposons les représentants (a, b y c) des classes choisis de ma- 
nière que a soit > o (§ 9) et prenons N = yj^am . On pourra 
isoler une représentation (a, y) parmi toutes celles d'un groupe 
au moyen des conditions 

y/bam< aaa -+-(£+- /D)yl E(D)/4am, 

ou, en élevant au carré d'après (3), 

•Ida -+- (b — /5)7<a<ia + {b + v/D)?^ E*(D)[aaa -+- (b — /D)?]. 



Prenons y/D positivement; la première inégalité donnera y > o, 

la seconde, mul 
prise entre o et i, 



et la seconde, multipliée par E^D) = —, quantité com- 



T 

%aoi •+■ byï p y. 

On a donc les deux conditions isolantes, 

ï>0 , * a - + bï-. 

De ces conditions résulte que ool 2 -f- bzy -f- cy 2 est >o; elles 
donnent en effet 

T 
2aaH-&Y^ïjY « v ec T 1 — DU* = 4; 

donc 

T* T 1 

donc 

(aaa-f- bf)* > Dy*, 
4a(aa s -h 6ay -f- cy*) > o, 
et a est positif. 
Avant ainsi isolé une représentation dans chaque groupe, on 
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pourra faire x = i quand D > o, et on aura l'équation 
r5 > xy ^(D,4/w) (= y y i 

Si D <C o, a, y parcourent tous les nombres positifs et négatifs 
premiers entre eux, sauf a = y = o. 

Si D > o, a, y sont en outre assujettis aux deux conditions 

Y>o, *<*~ + 1>ï-. 

Enfin, t = i si D > o, t = 2 si D < — 4» T = 4 si D = — 4> 
T = 6siD = — 3. 

On ne prend que des formes à premier coefficient a > o. 

D'après ces fixations, a a 2 -+- 6ay -1- cy 2 ne prendra que des va- 
leurs positives. 

Si Ton supprime dans les deux membres de (5) les nombres 
non premiers à Q, on pourra écrire, d'après la formule (8) 
du §11, 

a,b,c a, y 

A-, A parcourant tous les nombres positifs premiers à Q, ou 

(6) tV (5j(^)-«-p = V V (am* -h bmn -4- c/i»)-i-p, 

n,b,c m, n 

m, n parcourant tous les entiers positifs et négatifs (sauf 
m = n = o) pour lesquels am* 4- bmn -4- en 2 est premier à Q. 

Cette égalité ayant lieu pour toutes les valeurs de p supérieures 
à zéro, elle est identique (§ 14, 3) en ce sens que à toute somme 
de termes égaux dans un membre répond une somme égale de 
termes identiques dans le second. On peut donc écrire la relation 
plus générale 

t 2 (?) F(hk) = 2 D F(ami ■*■ hmn ■*■ cni) ' 

tt t b,c m,n 

A, A" parcourant tous les entiers positifs premiers à Q, m, n tous 
les entiers positifs et négatifs (sauf m = n = o) pour lesquels 
am 2 -+- bmn -j-c/i 2 est premier à Q et F étant une fonction assu- 
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rant la convergence des séries, ou enfin cette autre plus commode 
et plus élégante, 

«2 (ï) (ï ) F(A *> - 2 2 (ï) F <«- - *"• - ^ 

A, A* a % ù, c m,n 

A, k = 1,2, 3, ... -Hoc, 

m, /i = o, ± i, ±a, ±3, . . ., dboo, sauf m = n = o, si D < o; 

_L _^_ _L_ ™ 1 ^ T 

m = o, ± i, ± a, • . ., ±oo; /i = i, a, . . .,qo et aa f -^>îT 



(7) 



si D > o; 
(a, 6, c) parcourt un système de représentants; a>o premier 
à Q; b et c divisibles par tous les facteurs premiers de Q. 

On peut remarquer que, d'après (6), le nombre des représen- 
tations d'un nombre N par la forme (a, 6, c) est 

■m- 



T 

d 



d parcourant tous les diviseurs de N. 

§ 16. Les quantités e„ (»). 
Définissons les quantités e,j par l'égalité 

(o U -/>-*) =2 e " n ~ î ' 

p n = l 

où p parcourt tous les nombres premiers positifs et où la partie 
réelle de z est > i . Il en résulte 

| e, =i, 
(2) | z n = o quand n est divisible par un carré (e = o), 

f t n = ( — i)v, quand n est un produit de v facteurs premiers différents. 

On peut écrire (1) sous la forme 

n = m 

^ — =n7=ïF-*=n (, -^ 3+ ''- ,s+ -- ) =2 ,i - 3<,) - 

\ tan -z P P » = t 



(') Voir Kronecker, Sitzungsberichte, p. 707; 1886. 

(*) On trouvera une démonstration rigoureuse de la dernière égalité dans V/n- 
troduction à fa Théorie des fonctions d'une variable par M. Tannery. 
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Donc 



2 "-*%*" n ■-- 



OU 



2 2 c,,(/,,nrs=i " 

m — 1 n = 1 

Or, pour mn = i , e« = e l = i ; donc 

\ z„( mn)- z = o (m, #i = i, ? t . . . ac, sauf /« = n = i), 

m,/i 

ou, en posant mn = k et en changeant Tordre des termes, 



2(2-)*-' — 



* = J m 

/rc parcourant tous les diviseurs de k. Cela exige (§ 1-i, 3) 

(3) < 

((m parcourant tous les diviseurs d'un nombre quelconque supé- 
rieur à l'unité ). 

On peut procéder inversement et définir du premier coup les e 
par (2), puis démontrer directement de la manière suivante la 
propriété (3). Comme e m est nul si n a un diviseur carré, on peut 
remplacer le nombre considéré par le produit de ses facteurs pre- 
miers différents q\q 2 " *<Jn = P- Or, 

pour le diviseur 1 e t = 1 ; 

pour les diviseurs q if q%, ..., ^n, la somme des sest... — i; 

n(n— r) 

w Vil** 9i9*> q*q*, » •.. -+- — . ; 



pour le diviseur q\q\ % . . ., £«= P £p= (— 1)' 1 ; 

donc 

2*«=(i-o i, =o. 

m 

Ainsi, m parcourant, comme précédemment, tous les diviseurs 

S. 8 
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de À*, 

k=to « a» 



k = \ m 

et 



2»«lt-*=JJ(l -/!-*). 



f 



Soient alors /(/i), #(n) deux fonctions quelconques du nombre/?, 
et A(/i) définie par 

H 

(4) A(n)=2/(rf)^(if) (dd'=n). 

On aura 

n 

(5) f(n)=^dg{d)h( < d t ) (dd'=n), 

d,d' 

à condition que la fonction g ait les propriétés 

Ig(mn) = g(m)g(n) y g{i) = \ 
(la seconde résultant de la première pour m = n — i 
lorsque ^(i) ^ o). 

En effet, portons dans (5) la valeur de h définie par (4); il 
viendra 



) d.d tt d t 

1 d.d t ,d t 



<*') 



(-) < /(n) =2 /(/) ^ (m) 2 erf (/m = n) 



(d parcourant tous les diviseurs de m). 

La dernière somme s'étendanl à tous les diviseurs d de m est 
nulle, sauf pour m = i, /= n, ce qui vérifie (5). 

On démontrerait de même que (4) résulte de (5) moyennant 
les conditions (6). 

Ainsi l'une des deux relations (4), (5) jointe à (6) entraîne 
l'autre. 
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Remarquons que les égalités (4), (5), avec la condition (G) qui 
les fait concorder contiennent la relation (3). Il suffît de prendre 
pour f(n) une fonction nulle pour n > i et égale à i pour n = i , 

par exemple i / dx ; (4) donne alors, pour un 

nombre quelconque, f r (n) = A(/*), et (7) 

n 
d 

(d parcourant tous les diviseurs de n > 1). 

Quelques exemples simples montreront l'utilité des quantités s„. 
On a d'abord 

n n n 

9(n) = "2 77 =2 £ '' rf '' donC n = S? ( * /) - 

d d,d' d 

Considérons en second lieu l'équation de degré n' 1 

TT/ r 4/iK + aA'iK'\ ,, _, 

**(*) == ll( j:, "~ y* m „ ) = ° (A, A = 1,2, ...,n), 

A, A' 

où x est le module, 4K. et a/K' les périodes. Réunissons dans un 
même groupe les racines où A, A', n ont le plus grand commun 
diviseur d, et soit Y<r(x) = o (dd'=n) l'équation de premier 
coefficient 1 dont les racines sont celles du groupe considéré. On 
aura évidemment 

n a 

(8) **(*> = JjF rf (*), loç *„(*-)= 2] IogF rf (:r) 

d d 

(d parcourant les diviseurs de n). 
La formule (4) donne alors, en prenant 

h{n) = log *„(*), /(d) = logFrf(ar), é>'(d') = i, 

logF fl (T)=26,/.lo^4> rf (jr), F„(*)= JJ [*,/(* >]-''• 

f/, rf' r/, d' 

Si /(</) désigne maintenant le degré de F,/(.r), déterminé 
par (8), on aura 
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Si alors, dans (4), on prend g(n) = i, h(n) = n 2 , il résulte 
de (5) que 

n n 

d, tV d 

ou, d'après la définition des e,/, 

n 

/(-)— »n(-ïi)' 

p 

p parcourant tous les facteurs premiers différents de n. 

Soit Q un entier quelconque, positif ou négatif; on aura, en 
général, quelle que soit la fonction F, pourvu qu'elle assure la 
convergence des séries 

2(ï)'(-)-2"2«-" 

**' J m = ! ' d n = \ 

\ (d parcourant tous les diviseurs positifs de Q). 

En effet, soit k un entier positif a^ant avec Q le plus grand 
commun diviseur positif d \ il figurera sous la forme nd autant 
de fois que d a de diviseurs parmi les d et chaque fois avec le 
coefficient sj. 

Or, la somme de ces coefficients e</ où d parcourt tous les divi- 
seurs de d Q sera nulle à moins que rf = i. L'égalité (9) est donc 
démontrée. On aura de même 

m =. es Q « = « 

2 (5)*<->=2" 2 F <^ 

m = // n=Q 

m — H-* Q n=+« 

2(S)"-<-)-2«2'(-) 



et 
(10) 






2 2(â>"''">=I>2 1>*'^ 

la sommation relative à n ne jouant aucun rôle dans la dernière 
transformation. 

Si la fonction F(m) de (9) jouit de la propriété 

V(nd)= Fin)F(d). 
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quels que soient les entiers n et </, on aura 

" ,} 2(S) F(w;= 2* F(rf) 2 F( * )=s l'I I, ~ F(7), 2 F( ' ,) ' 

7 parcourant les facteurs premiers différents de Q. Ainsi, en posant 

":-< D '=Ï(?)^' | W- ,i « D '-; i -.2(ï)Frp = 2(r)î <§">• 

A • = I A = I * 



• a V D) l _iï,n._V/? , »!?8* 
on aura 



WÏ(¥)m-H(B),TW 

-n[-(ï)^]2(ï)^ 

U 

n 
rflljifDQ*) |\r /D\ 1 lfv/ D \ >°K<7 u m t " , p( |) >"| 

-V- =■ ni- (7) ?nrpj [2(ïJ — (iy "'""^-V j 

-ïï ( ;D Q , ) ._n[ I _(5 j l]r|(2)J^„ (D) _.TT ( D ) ]. 

Si D est un discriminant, on voit qu'on est ramené pour le 
calcul de la fonction H, quand l'argument est un discriminant 
quelconque, au cas où cet argument est un discriminant fonda- 
mental. Or, nous avons trouvé (§ 5) 



*.-=. |D |-1 



(7=) 2 (t)^-('") <— >•><'* 



(') On peut toujours supprimer le terme où k — |I\|, qui est nul. 
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donc 

» = • * = |D.!-l » = • ll k JLL 



A = \ 



La dernière série élanl le développement (*) de 



-log\ 
on a 



/ tkm \ 

(,3) H(Do)= (7fc 2 '(ïM-^)- 

On peut simplifier cetle expression, en distinguant les deux cas 

D <o, D >o, si Ton remarque que H (D ) est réel. On a, en 

effet, 

te 

, ( 7ÏÏ) ■ , r/ »**v . ,***i • t cos i»«i 

logVi — e ,l, « l /= - logl ( i — cos ttt— . ) -+- sin î 7 - r — - 1-+- i arc tang 



log(, -e »'•')= Ilog[(,-co S î^y+ 8 i„.i*Jj]- 

. At. ./t. kr. \ 



sm iDTl 



Donc 

*-ii»« 



et comme 

A = |I>. |— 1 



2 (t) = ° t§ ».(».)], 

A = l 

A- = | I» 1 — 1 

04) D„>„. "(0,) = ^ 2 (^.ogsin^. 



(■) Le développement usuel de log(i — 5) en série de Taylor converge en tous 
les points A du cercle \z\ = 1, sauf au point z = 1, et est la limite des valeurs 
que prend la détermination de log(i — z) qui s'annule avec z quand z s'approche 
de A sur une courbe qui n'est pas tangente en A au cercle de convergence 
(voir le Traité d'Analyse de M. Picard, t. M, p. 73). Comme la série entière 
qui représente log(i — 5) est continue sur le cercle de convergence, sauf au point 
z=i t la dernière restriction, nécessaire pour le cas des séries entières les plus 
générales, ne l'est plus ici, sauf peut-être pour 5 = 1. 
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de même 

a = i n. i — i 

(i5) D <o, 11(00)=-^ Y (5.°)/-. 

|D § |* £î VA/ 

Ainsi, quand D > o, 

A = |D,|-1 

et, quand D < o, 

* = !*>•! — * 

2 (T) ,ogsin ii5 = o - 



Si dans la formule (12) on fait D = 1, il vient 

H(Q*) = *. 
Mais les formules précédentes donnent 



et, comme on verra (§ 23) que 

/ • \ 

™.(j-2F*J = - r ' (,) ' donc ; i f , . p 2F^ = '' 



/ 

lim 

P 

il vient 

?(Q) é^nt le nombre des entiers < Q et premiers à Q. 

La formule (10) est aussi susceptible d'une application inté- 
ressante. Soient a, 6, c des grandeurs quelconques et F une fonc- 
tion jouissant de la propriété ¥(xy) = F(x)F(y) y on aura, d par- 
courant les diviseurs positifs de Q, 



m,n 



am*-+- bmn -h en*) 



= y e^y F(arf , /n , -4- bdmn -+- en*) 
(17) ( // m,n 

= 2]** 2 F(d)F(adm*+ bmn -+- ^"'Y 
(m, n = o, db 1, ±2, . . . , ih ac, sauf m = n = o) 
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et, si V F(am 2 -\- bmn -4- en 2 ) ne dépend qu£ du discriminant de 

m,n 

la forme am 2 -f- bmn -h en 2 , 

V /Ql\ F(am*+bmn -+- en*) 

^Jl[i — F (q)]\ F (adm*-h bmn -h %*Y 

7 m, m 

Cette condition étant vérifiée pour 

lim p ^(a/n*-f- bmn -+■ en 1 )- 1 -? 
p =o ^^ 

m,/i 

(vo/> le paragraphe suivant), on aura 

limp^ ( ~ )(am*-{- bmn-h cn*)- l ~P 
p = o J*d\m / 

(18) 






= *7r "r. p 2 ( admt + bmn + 5 n ') ' p 



m,n 



Supposons a, 6, c entiers, premiers entre eux et, de plus, a>o 
premier à D= b 2 — ^ac = D Q 2 (D étant le discriminant fon- 
damental) ou seulement à Q, b = o (modQ), c = o(modQ 2 ) et 
écrivons, d'après (17), 



V "S ( — ) F(rt/n»-h bmn -4- en*) 

n,b,c tn,n 

Q 



A a, b,c m.n 



La forme (ftd, b.-A d'ordre d est composée des deux formes 

(a, b, c), (d,b^\ 

et, pour chaque valeur de rf, les formes (rf, 6,-7) correspondant 

aux diverses valeurs de a, b, c étant toutes parallèles, d'après une 
remarque faite au § 9, appartiennent à la même classe. 
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Donc, quand (a, 6, c) parcourt un système de représentants 
de l'ordre primitif pour le discriminant D, (ad, b,-.\ parcourt 
— jj-1- fois un système de représentants de l'ordre d pour le 

K (a0 

j- • • . / b c\ . K(D) r . 

même discriminant et, par suite, fl,^Tj) parcourt — ' ■- lois 

K (f) 

un système de représentants de Tordre primitif pour le discrimi- 

nant -=?- 
a* 

Ainsi (') 

b/nn -h en* ) 



iiïîr,22(S)*«-*' 

1 tt,b.c m,n 



"»' ', 4, y V F K"' + î"^")] 
1^1 ÏQj) " 



b c m,n 



§ 17. Calcul de lim p V («/»*+ bmn -><- cn*y*-ç . Nombre des classes. 

m, n 

Lemme ( 2 ). — Considérons la série 



#i = l 



où les m„ sont positifs et */„< w« + |. Soil/(/) le nombre des «/«? f. 
Si, pour / =oo, on a 

(2) lim '— - — =10 (u>fîni>o), 



(*) Comparer l'analyse plus compliquée de Kroneckcr {Sitzungsberichte, 
p. 256, 1889) qui recourt aux formes contenues de K. Lipschitz [Einige Sàtze 
ans der Théorie der quadratischen Formen (Journal de C relie, t. 53)]. 

(*) DmiCHLBT, Recherches sur quelques applications de l'Analyse infinité- 
simale à la théorie des nombres, § 1 {Journal de Crelle, t. 19)* — Dirichlet, 
Sur un théorème relatif aux séries (ibid., t. 53). — Pikiohlkt, Vorlesungen 
dber Zahlentheorie,§§ 118, 119. 
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on aura aussi 

lim pS = eu 

(si le nombre des termes de S était fini, o) serait nul et le théorème 
évident). 

Remarquons d'abord quef(t) est fini pour chaque valeur finie 
de f, sans quoi il resterait toujours infini à partir du point où il a 
commencé de l'être et Ton ne pourrait avoir (2). De là résulte que 
les u„ doivent croître avec n au delà de toute limite. 

Par hypothèse, on peut trouver t tel que pour />:on ait 

(3) t0 _ £ <Zii ) <> + £ , 

£ étant d'une petitesse arbitraire. Soil/(-:)= /; on aura 



Parmi les valeurs de u n supérieures à i/,- +l (il y en a certaine- 
ment) considérons la dernière «*_, d'une suite de valeurs égales 
et soit 

U k -\ < U k = MA+l = . . . = Uh< W/i-»-l- 

Quant t croît de «*_« à */*, il s'approche d'abord de m*; f{t) reste 

alors égal à A* — 1 et, par conséquent, — — s'approche indéfiniment 

k — 1 k 

de , donc reste < — Au moment où t = Uk, f(t) = h>k 

et l'on a 

Aîl>± 

t " u k 

Donc, d'après (3), 

k 
to — E < — < 10 -f- s. 

Donc — a pour limite w. 



Ecrivons alors (1) sous la forme 



et considérons 



*'"2dv*t 



/-1 
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Soient S w , S^ les sommes des n premiers termes de S, S' et 

S = S„-r-R, 

s'=s; + R'. 

Pour p > o S' converge donc aussi S, puisque les ( — ) sont 

tous finis. De plus on peut prendre n assez grand pour que dans R 

k 
les — soient tous compris entre o> — £ et w -f- e. Alors 

(u> — E )l+pR'< R <(w-+- £) ! +PR'. 

Quand p tend vers zéro, pS' tend vers i (§§ 14, 23); pS„, pS,', 
tendent vers zéro. 11 reste 

lim pS = limpR, 
p=o p=o 

i = lim pS'= lim pR', 
p=o p=o 

et comme 

limfo — £)i+PpR'< lim pR< lim (tu -+- E)« + pp R', 

p=o p=o p = o 

a) — z < lim p R < (o -t- t, 
p = o 
on a enfin 

w — s < lim p S < (») -h e, 

p = o 

ce qui démontre le théorème. 

Tout ce qui précède s'applique au cas où S serait une série 
multiple. Il suffit alors déranger les termes en série simple d'après 
une loi quelconque, telle seulement que l'un d'eux ne soit jamais 
inférieur au précédent. 

Cherchons d'après cela la valeur de 

A = lim p 2. (<*#** -+- bmn -+- en* ) _1_ P, 

p=0 *aà 
m, n 

a, b, c étant des grandeurs réelles quelconques, mais a positif, 
m, /i = o f ±i, ±12, . . ., -f-oo sauf m = n = osiD = fc 2 — 4«c<o, 
m = o, ± i, :±2, . . ., ±30, /i = i, 2, ... ,oc, et 

2a hP p, (o < - <]y/l)|, d'ailleurs quelconque), 

si D est > o. Ainsi am 2 -+- bmn -f- rn 2 est positif dans tous les 
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termes de la série. \c\f(t) est le nombre des quantités 

am*-\- bmn -+- en* 
qui sont < /, c'est-à-dire pour lesquelles on a, en posant 





m n 


si D < o 






a/ ! + bxy -h cy*ï i, 


si D > o 





x T 

ax i -\- bxy -+- cy x< ±\ y %a h b \ - » ^ > o. 

Si Ton regarde x y y comme des coordonnées cartésiennes, les 
points (x, y) seront les points de croisement de parallèles aux 

axes distantes de -p = e. Le plan est ainsi partagé qn carrés d'aire s- 

et /(t) est le nombre de ces carrés contenus 

si D < o, dans l'ellipse ax* -+- bxy -4- cy 2 = i , 

si D > o, entre l'hyperbole ax' 1 -^ bxy -\- cy' 2 = i , Taxe des x et la 

x T 

demi-droite ia — h b = jr qui passe par l'origine, et est comprise 

entre l'asymptote et l'axe des x, car on a 

y > o et ax*-\- bxy -+- cy* > o. 

Donc la quantité 

lim Ziii = lims*/(0 
est l'intégrale 

A = - / /•* flft (a"=rcosO, ^ = /• sinÔ), 

étendue aux aires précédentes. Ici on a 

, i i 4a 



«r cos'6 -h b sinO cosO -h csin*0 sin*0 (a a colO -h &)* — D 
et, en posant i a cotf) + b = z, 

D<o, A = ajf - 



- D ~l/D| 
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Ainsi A ne dépend que du discriminant D. Si a, 6, c sont en- 
tiers, et T, U les plus petites solutions positives de T 2 — DU 2 =4> 
on pourra écrire 

D< °' a = ^;T7d] = 7î7d| ,08E(D) ' 

D > o, A = r-pr|lo{çE(D), car t = i, si D > o, 

l/ D l 

ou, en une seule formule, 

(4) A = 77^ logE(D) (D> ° el D <°)- 

L'équation de Dirichlet, jointe aux formules (12), (16), (18) 
du paragraphe précédent, donne maintenant 

(5) <:H(D)=K(D)A, 

K(D) étant le nombre des classes primitives de discriminant D. 
Donc 

(6) H ( D)=i^- ) logE(D), (D>o ou D < o) 

et, en distinguant les deux cas, 

1 D<o, T H(D)= r ^ q K(D), 

(7) I kD| 

)D>o, H(D)=i^lo g î^£. 

\ -2||/D| b T~Uv/D 

La formule (12) du paragraphe précédent donnant encore 

n.D,-HnMn[-(7-)î]- 

on conclut 

1 — — . = kj m ■ 1 1 — 1 — 1 - 1 - l- . . 

(«) 



K(D) _ „ |~| f / Do \ M 1okE«D. ) 
K(.D )- V 11L' \q)q\ lo B E(D>" 



(y parcourant le» facteur» premiers différents île Q). 
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On est donc ramené à calculer K(D ). Les formules (i3), (i4)> 
(i5) du paragraphe précédent jointes à (6) donnent 



— * =,D,, /n \ / — \ 

K(D,)logE(D Q ) = (/D )H(D ) = - J ( y) »ogU- e in -'j, 



où le terme nul correspondant à k = D est rétabli pour simplifier 
la notation. 

En distinguant les deux cas, on obtient 



(.o) D <o, K(D )=-1 ;; ^ (x)*> 

<"> D «> - K ( D »>= 1 ^i(Wjl' , (T)^ sin i^i 



*=i 



Dirichlet, dans son travail fondamental ( 1 ), avait dû distinguer 
huit cas. Kronecker, qui n'indique pas ses procédés, en dislingue 
encore deux : il donne la formule (10) pour D <o et la for- 
mule (9) pour D > o ( 2 ). C'est l'application de son élégante for- 
mule 

* = .' D. I . 1 / «. 

(S)- 2 (*)•** «>«>• 

qui a permis de calculer si simplement H(D ) et d'obtenir deux 
formules en une seule à membres complexes. De (9) on tire 

/No \ 

* = IM/ ikrtt~\TI 

(la) E(I) )*'">.»= Q \i-e ilt 'i) 

relation remarquable entre l'unité fondamentale E(D ) et les 



(') Recherches sur quelques applications, cic. {Journal de C relie, t. 21, 
p. i5i). 
(') Sitzungsberichte, p. 772; i885. 
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fonctions circulaires (*), qui donne en distinguant les deux cas 

(iftit/\ 

r 

— c-^O^-n (-.fi)"* =P- 

*=■ Il ,,n T5; 

r 

r parcourant les nombres pour lesquels ( — - j = + i, 
/i parcourant les nombres pour lesquels f — ) = — i. 

Si D Q =o(mod8), ± D a la forme de discriminant fonda- 
mental; en écrivant alors la formule (la) pour D et pour — D , 
et en divisant membre à membre on obtient 

(A=3, 7, h, ..., 4/i— i, ..., | D 1 — ■ > 

relation qui s'étend facilement au cas des discriminants D Q'- à 
l'aide de la formule (8). 

Si, dans l'équation (19) du paragraphe précédent, on prend F 

définie par F(«)=r —£-7* on obtient 

fe2 2(ï) (rt,n,+ * wn - Hc '' ) ~ , " p 



a,o, c m, n 

(b c \ _1 -p 
a m* H — -.tnn-\ — j- n* ) 
= d & / 

d b c in.n K I ~J1 ) 

(d parcourant tous les diviseurs de Q). 



(*) Comparer Dirichlkt, Résolution de l'équation de l'ell par les fonctions 
circulaires {Journal de C relie, t. ï\ ). ' 
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Si l'on suppose D < o, on en tire, en passant a la limite pour p = o, 
d'après (5), 



»(S) 



, H(D) jÇQ] viE rf "\d*J 

-KTD) Q -i^-^-Dj' °« 

(z„ est le nombre des solutions de /' — nu*= 4), 



ou 



H(D.Qi) e(Q) J_ ye rf II(D„rf'») _ 
T,, '«' K(b„Q«j -Q" - 2d 3ï KfDorf 1 ') kD " rf " (<W = Q)> 

d'où, par la formule (4) du § 16, 

H(D Q') _ yi H(D rf«) <?(</) 
^^KCDoQ») ~~ Zà K(D d*) dd* fcD - rff 

- Q 2 Tw, 7" KÔMi) (dd = Q) ' 



<*,<*■ 



si D < — 4 tous lesT, égaux à 2, disparaissent. 
Quand D > o, m et n sont assujettis dans (1 3) à 



m , . T 

2 « h 6 ^ jr > w > o, 

/i U 

et l'on ne peut plus faire la même transformation; car il faudrait 
que dans chacune des sommes \ , m, /i fussent soumis aux 

b c 

conditions 

2a 7r + 3*ûrf' ">°' 



qui dépendent de rf. 



§ 18 GÉNÉRALISATION DE L' ÉQUATION DE DIR1CIILET. I2Q, 

§ 18. Généralisation de l'équation de Dirichlet. 
On a trouvé au § 15 la formule 

Z(Ï)(S)'<»>-22(S)'<-*- — *- >■ 



X 
A,* 



A,* = i,2, ...,-»-a>; 

si D < o, m, n = o, ± i , ± 2, . . . , ± 00, sauf m = n = o ; 

si D > o, il faut imposer en outre à m, n les conditions ia H^r-, 

/ v I n > o, T, U étant les plus petites solutions positives de T* — DU*= 4 î 

7 1 s'étend à tous les représentants (a, b, c) des classes primitives de 

a, 6, c 

discriminant D = DoQ 1 , D étant le discriminant fondamental ; a est 
positif, premier à Q; b et c sont divisibles par tous les facteurs 
premiers de Q; 

x = 1 pour D > o, x = 2 pour D <— 4, x = 6 pour D = — 3, 

x = 4 pour D = — 4« 

Supposons que, dans chaque classe, on choisisse un représen- 
tant (a y b,c) normal ou binormal, satisfaisant par conséquent 
toujours aux conditions précédentes (§ 9). 

Prenons alors pour F(am 2 -h bmn -h en 2 ) la fonction 



— ) (am 1 ■+■ bmn -+- en 1 )-*-?, 



\am t -^rbmn -+- en 1 

où D| est un discriminant positif ou négatif diviseur normal ou 
binormal de D selon que (a, 6, c) est normale ou binormale. 

Comme, d'après les fixations précédentes (§15), le nombre 
am 2 -+- bmn + en 2 est toujours positif, on aura (§ 4) 

( 5i \ = (»l\ = (h) (m. 

\a/ra*-+- bmn-\- en 1 / \am i / \ a / \m J 
L'équation (1) devient ainsi 



(2) 



~2d\h ) \k) \hk)(hk)i+P 

\ a / A* \ m / (am*-hùmn-t-cn*) l -*p' 
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ou, en posant =y- = D 2 , 



(3) 



2/DiQ»\ i y/D?D»\ i 
V k ') k^?Zà\ k /Â'+P 

k=\ k=\ 

Ad \ a ] *kà \ m ) (arn*-¥- bmn -4- cn*) 1+ P 



a,b,c 



II faut remarquer que D 2 a toujours la forme de discriminant : 
si D = i (mod4) et par conséquent D, = i (mod 4), c'est évident; 
si D = o (mod 4) ? il reste toujours dans D 2 un facteur 4- 

Il peut arriver que D a soit carré parfait, par exemple si 

D 4 = D . Alors (— ) qui est égal à (—*)> d'après la relation 

f—\=z( — — ? j = -f- 1 , est aussi égal à -f- 1 pour toutes les formes 

(a, b, c) et les deux membres de (3) sont infinis. Nous excep- 
terons ce cas de l'analyse qui va suivre en remarquant toutefois 
que la formule finale (6) peut être conservée dans cette hypothèse 
bien qu'elle soit illusoire. 

Transformons d'abord le second membre de (3). Soient 
p\,P2> • • *iPs les facteurs premiers positifs de D, qui n'entrent 
pas dans Q et qui, par conséquent, appartiennent exclusivement 
à D . Que D| soit normal ou binormal, ils sont tous impairs : si D 
est impair, ou Q pair, c'est évident; si D est pair et Q impair, D« 

est impair, car, s'il est normal, T qui alors = 2, 3 (mod 4), n'a 

pour diviseur aucun discriminant pair et, s'il est binormal, l'un au 
moins des coefficients 6, c est = a (mod 4) et n'a encore pour 
diviseur aucun discriminant pair. Posons 

k=s 

\\p^- Doissi(moda); 

k=zt 

on aura 

— — j s'annulant dès que m contient un des/?*, on pourra sup- 
primer ce symbole dans (3) en convenant que m ne prendra pas 
les valeurs entières divisibles par un des /?*, ou mieux en intro- 



( 
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duisant les quantités e. De cette manière le second membre 
de (3) s'écrira [§ 16, (10)] 

i>.t 

Ô a,b,c m,n 

(o parcourant tous les diviseurs de D i), 
ou, en négligeant ( -4- \ = + i (car 3 est premier à Q), 

(« 2-^-'22(5)(S)(—*»~*i-H 

Ô a,b,c m,n 

La forme ( a S, b, * j résulte de la composition de (a, 6, c) avec 

lo, aD, -^ — J (*), [X=o, si D = o(mod4); X=i, si 

D = i(mod4)]. -% étant premier à 3, cette seconde composante est 

primitive. Ainsi («3, 6, ■*) est primitive (ce qui était évident 

a priori puisque le facteur 3, simple dans D = b 2 — 4ac, l'est 
aussi dans c) et elle parcourt avec (a, b, c) un système complet 
de représentants de l'ordre primitif. 

Les relations D = D 4 D 2 , D = b 2 — /\ac donnent ensuite 

(S)— (5)-(5)-(â)(î). 

car aucun des px ne divise D 2 . 

Enfin on peut remplacer / a8, 6, - ) par une forme équivalente 

(a, b', d) satisfaisant aux mêmes conditions que (a, b, c). On aura 
alors une égalité de la forme 

a 8 = a' a* -h fl'ay-f-c'y*, 



. (') Si D=si(mod/j), on a 

6r=o(mod D)==D(modD) =s D (mod 28), 

puisque 8 est impair et b — D pair. Si D ~- o (mod 4)» à est toujours pair et divi- 
sible par les facteurs impairs de D; donc encore 

b - o (mod 28). 
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où le second membre est posilif comme ai et où a 2 est nécessai- 
rement divisible par 8, mais ne Test par aucun autre facteur de D. 
Donc 

L'expression (4) devient ainsi 

|-(ï)»-'2 2(S. , )(ï)" r - + ' , ~ + -'^ 

a',b',c' m,n 

ou, d'après la définition des e (§ 16), en e (Ta ça ni les accents, 

n [-(g)'H 2 m) (?)<-*—*->--■ 

« = 1 a,b,c m.n 

Transformons maintenant la série 






*=i 



qui figure au premier membre de (3). Elle devient, si Ton ajoute 
à DJ D 2 = DD, le facteur Q- qui n'apporte aucun diviseur premier 
nouveau, 



*=• 



m) {*?)*? 



ou, comme tout à l'heure, 

D , *=« 






c'est-à-dire, puisque ( -£- ) = i, 



£1+0 
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On a ainsi, au lieu de (3), 

/y / D 'Q , N i ' y" / D »Q >N \ ' 

Zà \ k ) k*+? j£à \ k ) k^? 
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(5) 



= t Hp(D,Q«)H p (D 1 Q«) 

2(5)2(5),- 



«,fr r r 



am* -+- 6/h/i h- c/i* ) I+ P 



La dernière série ne change pas de valeur si Ton remplace 
(a, b } c) par une forme équivalente satisfaisant seulement aux 

conditions énoncées dans (i) ; le dénominateur symbolique de ( — ) 

est alors un nombre quelconque premier à 2D et représentable 
par (a, 6, c) que nous désignerons par A. De plus, la formule peut 
être conservée quand D 2 est un carré et, par conséquent, quand 
D, = D. Donc, en généralisan t comme pour l'équation de Dirichlet, 

et en remplaçant pour la symétrie (-r) par 

UGfMï)]- 



h=» k = * 



, -ï2[(Î)*(S)]2(Ï)'<-*-*->- 



n % b,c 

h, k = 1, 2, ..., -4-ao; 
m, n = o, ± 1 , ± 2, . . . , ±: », 
sauf m = n = o, si D < o, 



m , ^ U . ~ 

(6) ( avec 2a h bl-=, n > o, si D > o; 

X s'étend à un système de représentants (a, 6, c) des classes pri- 

a,6,c 

mitives de discriminant D, où a est premier à Q, b et c divisibles 

par tous les facteurs premiers de Q ; 
D = D , Q 1 = Di Dj ; Di est un discriminant diviseur de D ; D est un 

discriminant fondamental; 
A est un nombre premier à 2D rcprcsenlablc par (a, b, c). 
x = 2 pour D< — 4» ~ = 4 pour D=— 4, t = 6 pour D= — 3, 

z = 1 pour D > t. 
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Pour D h = i, cette équation coïncide avec l'équation (i) d'où 
nous sommes parti. 
On peut écrire aussi 



-2 (S) (*)'<— 



J*i,/-s 



= ï2 [(x) + (t)] *<«•'+*—- "«•* 

a,ù, c 

la sommation s'élendant, dans le premier membre, à tous les 
nombres positifs r 4 , r 2 premiers à Q et, dans le second, à tous les 
nombres m, n positifs ou négatifs pour lesquels am 2 -h bmn + cn 2 
est premier à Q, ou encore, en rappelant que 

■5*f(ï) p? -2 (S) »-<»> «»), 



P * = l * *=1 



et, en supposant que D 2 n'est pas un carré et que D t est ^£ i, 

(7) %*: 2 (5) 2 (5) <^+ **«+«••>-•-'■ 



a,b,c 



La formule (6) est la première formule fondamentale de 
Kronecker. 



CHAPITRE V. 

LES GENRES. 



§ 19. Groupement des classes en genres. Généralités. 

En changeant au besoin de signe les facteurs premiers impairs 
positifs d'un discriminant D, on peut faire en sorte qu'ils soient 
tous =-fi (mod4). Je désignerai par /?*•(« =i, a, ..., jjl) ces 
facteurs premiers avec leur signe ainsi déterminé. Soit donc 
D = 2*D', D'= i (moda); on aura 

|D'I = Ï]>?|. 

i = l 

et selon que D'ee+i ou — i (mod4), 

D' = + J]> ou D'=-J]>. 

i i 

Supposons maintenant que n, n! soient deux nombres premiers 
à aD et de même signe, représenlables par une classe de formes 
primitives de discriminant D ( 2 ), et soit (a, 6, c) une forme de 
cette classe (pouvant même être négative si D < o). On pourra 
trouver oc, (î, y, S entiers tels que 

n — aa*-f- 6ay -+■ cf*, 



(') Comparer Gàuss, Disq., 229-23 i, Dirichlet, Vorlesungen uber Zahlen- 
theorie, §§ 121 et suiv., ou Recherches sur diverses applications de l'Analyse 
infinitésimale à la théorie des nombres, §§ 2, 6 (Journal de Crelle, t. 19; 
i838). 

( a ) Voir §10et les Vorlesungen Uber ZahlentheorU de Dirichlet, §§60,64,86,93. 
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En posant 

2aa8 -h 6(<xo -+- Py) "+* 2C Y& = x i 

et en remarquant que la substitution ( \ J transforme (a, 6, c) 
en (/i, #, ///), on voit que 

x* — 4/1/1' = Dy*, 
(1) 4«w' = a:«— D^«; 

donc 

4 nn' = a? 1 ( mod />/ ), 



( 4 -^'H (s)-®- 



Si A: > o, il sera nécessairement > 2. 

Soit Ar = 2; (1) montre que x est pair, .r = 2 5, et que par suite 

Alors, si D' = — 1 (mod 4), /in'^Ç'-f-^ 2 ^ 1 (mod4) et on 
conclut 



(?)-(?)• 



Si k > 2, /m' étant impair, il faut, d'après (1), que x=2x', 
od= 1 (mod 2); on aura ainsi 

nn'=x'* — a*-«D>>. 
Soit*=3; /in'=^-2Dy. Si D' = -f-i (mod4), 

nn' == a:'* — aj* ( mod 8 ), 

nn'sti (mod8), 

/i=s±/i' (mod8), 

donc 

(i)-(5)- 

Si D'= — i (mod4), 

/?/i'=3 ar'*-h 2j 2 (mod8) 
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et, selon la parité de^, ou bien 





«ft's 1 


(mod8), 




n = n! 


(mod8), 


ou bien 








nn'=3 


(mod8), 




n = 3n' 


(mod8). 


Dans les deux cas 







(?)-(?)• 



Soit A- = 4 ; nn'=x'*— 4D> 2 donne 

nn'=\ (mod4); 



donc 



w-m 



Soit enfin k > 4 ; /i/i' = #' 2 — 2*~ 2 D'^' 2 donne 

n/i'= i (mod8), 
donc 



et 



a) -a> 



D'après cela, les symboles (— j et parfois un ou deux des sym- 
boles f — j> \ V ( ) g ai> deront la même valeur pour tous les 

nombres n premiers à 2D représentables par une même classe de 
discriminant D. Ces symboles, où n reste indéterminé, que nous 

désignerons par C(/i), par C ou par ( — )> ( )> (*)> \~~) 

sont nommés caractères fondamentaux ou indépendants du 
discriminant D. Un produit quelconque de plusieurs d'entre eux 
sera nommé simplement un caractère du discriminant D. 

Ainsi la forme et le nombre des caractères fondamentaux que 
nous venons de reconnaître dépend seulement de D. Leur nombre, 
en particulier, qui sera désigné par X, varie de (x à \x -f- 2, comme 
le montre le Tableau suivant : 



i38 
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i«|L 



D = a*D', | D'| ==i(moda) = ~T[|/>M- 



D== i (mod4) 



D= 4 (mod8) 



D= 8 (modi6) < 



( D' = -f-i(mod4) = 4- JJ/>?< 
D'_-^-i(mod4) = - \\pf 

D'=3-hi(mod4)= \\pV 
i 

|D'^-i(uiod4) = -JJ^ 



D= 16 (mod3a), 
D= o (raod32) 



CARACTÈRES FONDAMENTAUX. 


X. 


(*) 


H- 


(?) 


H 


(?>(ï)-(^)<-> 


{i-hi 


m GMIO 


U. -h i 


(£>(^H^) 


|X-hl 


(*> (ïMV) 


jx-hi 


(*>(?)-(?> œ-® 


pL-+- a 



Si l'on suppose maintenant que n est un nombre déterminé, 
premier à 2D, représentable par une classe de formes, l'ensemble 
des X valeurs des caractères fondamentaux, autrement dit l'en- 
semble des \ caractères de la classe, constitue le caractère total 
de cette classe. 

On réunit dans un même genre toutes les classes ayant même 
caractère total. Le genre principal, celui qui contient la forme 
principale, 

( 1, X, — - — \ [X = 1, si D ==1 (modj); X = o, si D = o (mod4)], 

a tous ses caractères égaux à -h 1 • 

Chaque caractère n'ayant que deux valeurs, il y a, au plus, 2* 
genres possibles. Mais une remarque immédiate réduit ce nombre 
à 2*" 1 : c'est qu'entre les X valeurs des caractères fondamentaux 
dans une classe quelconque, il y a une relation nécessaire. Si, en 
effet, n est un nombre premier à 2D et proprement représentable 



(») Cette égalité et les autres semblables seront expliquées tout à l'heure. 
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par une forme de discriminant D, D sera reste quadratique de n 
(§ 10) et l'on aura 

-(SHtXÎ). . 

or on voit, en se reportant au Tableau précédent, que cette der- 
nière expression est toujours un produit de caractères fondamen- 
taux. 

Il est avantageux pour la suite de n'avoir au numérateur sym- 
bolique des caractères que des nombres ayant la forme de discri- 
minant et divisant D, si D est impair, —> si D = o (mod4). Or, 

■4 

l'égalité (a) permet de remplacer les caractères ( j> (~~~~) P ar 

d'autres satisfaisant à ces conditions, car elle donne : 
si k = a, D'=— i (mod4), 

(v)-(^)- 

si * = 3, D'=±i(mod4), 

m -m- 



si k = 4? 
si k ^5, 






la même égalité (2) avec la suppression des facteurs carrés permet 
évidemment de remplacer un produit de caractères fondamentaux 
constituant un caractère quelconque par un autre, satisfaisant aux 
mêmes conditions. 

Le groupement en genres des classes d'espèce <x de détermi- 
nant Dî 2 se fera maintenant sans difficulté. Comme les formes 
d'espèce a- de discriminant D<r a et les nombres <x/i représentables 
par elles sont en correspondance univoque avec les formes primi- 
tives de discriminant D et les nombres n représentables par ces 
dernières, on attribuera aux classes des premières les mêmes ca- 
ractères ( — \y ( — j, \~~~~) f l u ' aux classes des secondes. Ainsi 
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les genres, classes, formes d'ordre t et de discriminant Do* 2 se- 
ront en correspondance univoquc avec les genres, classes, formes 
d'ordre i et de discriminant D. 

§ 20. Nombre des classes contenues dans un genre. 

Le théorème essentiel de la théorie des genres est que les 
2 X-i = v genres reconnus possibles existent réellement et con- 
tiennent chacun le même nombre de classes. 

Nous avons actuellement tout ce qu'il faut pour réduire le 
raisonnement de Dirichlet presque uniquement à sa conclusion. 
Récrivons l'équation (5) du § 18 : 



x 



Ad\ k )k^?£à\ k / ki+? 

■=l - k = l 

= y ( l 2i\ y /oi\ i 

£à\a ) £à\m) («m*-+- bmn ■+■ c/i«)'+p' 



fi,b,c 



et supposons que ( — j soit un des caractères de la classe de (a, b, c), 

a étant premier à 2D. Multiplions par p les deux membres et 
passons à la limite pour p^o. On aura, en désignant par L la 
quantité 

Ii m Y/^ ! , 

m,n 

que nous savons dépendre de D seulement [§ 16, (18)], par K'(D) le 
nombre des classes pour lesquelles ( — ) =-h 1 , ^par K/'(D) celui 
des classes pour lesquelles ( — ] = — 1, 

( o = L[K'(D)-K'(D)], 

(0 î 1 

| K'(D)=K"(D) = lK(D). 

Considérons maintenant le produit 
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où C/ parcourt tous les caractères fondamentaux et C* tous ceux 
entrant dans la composition du caractère qui est toujours égal à 
-h i [§19, (a)], et formons l'équation (i) pour les 2v — 2 = 2 X — 2 
caractères que présente le développement de cette expression. 
Pour chacun de ces 2v — 2 caractères, les classes se partageront en 

deux groupes contenant chacun classes. 

Soit^ a ^o le nombre des classes contenues dans un genre G a , 
a = i , 2, . . . , v. On aura, puisque les g a classes de G a appartien- 
nent toutes à la fois au même groupe que les g K classes d'un 
genre G t , choisi arbitrairement, ou au groupe opposé 

(3) ^±^±^,±...±^ = 0, 

g a étant pris avec le signe -h ou le signe — selon que, pour le 
caractère considéré, les g a formes de G a sont dans le même groupe 
que les g K classes de G< ou dans le groupe opposé. 

Ajoutons les av — 2 équations (3); g% aura le coefficient 
2v — 2. Pour trouver le coefficient a de g aj appelons C/i, C, a les 
valeurs du caractère C/ dans G t et dans G a , et remarquons que 
l'on a 

(4) «=J^[(i-hC/|C, a )-i-JJc ftl C ta 

1 i 

puisque le développement de cette expression est la somme de 
2v — 2 unités positives ou négatives de la forme 

JJ° C rt C /ft = JJ° C/, JJ° C/« 

i i i 

|T1[ C/ désignant un terme quelconque du développement de ( 2) 
dont chacune est précisément positive ou négative selon que I I Ch 

i 

et I I G/a ont ou non le même signe, c'est-à-dire selon que, rela- 

tivement à I I C/, les £ a classes de G a sont ou non dans le même 

1 
groupe que les g t classes de G,. 
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On voit maintenant sans peine que le second membre de (4) 
est toujours égal à — 2 ; car un au moins des facteurs 1 + C/i C/ a 
sera nul, sans quoi G a coïnciderait avec G< . Ainsi, la somme des 
équations (3) donne 

(2v — 2);?i— 2(# t -h # 3 -*-... -+-£>,) = o, 

d'où, puisque ^ + ^ + ...4- gv= K(D) 

K(D) 



#1 = 



2X-1 



g { étant un genre quelconque, le théorème est démontré (*). 

Il faut ajouter ici une observation. L'équation d'où nous sommes 

parti est illusoire si D 2 est un carré. Mais alors (-- j = (.— )» 

car ( — ) = ( 1 * j =-hi; donc ( — ) =+1 dans toutes les 

classes et n'est pas un caractère. Prenons par exemple le 

discriminant — 27; ( j n'est pas un caractère et Ton voit 

qu'il n'y a aucun caractère. Il n'y a donc qu'un genre, le genre 
principal, et le théorème est alors évident. En général, pour les 

discriminants de la forme p**+ l M. 2 ) (— ) n'est pas un caractère, 

et si M 2 = 1 , il n'y a qu'un genre. Les discriminants du type — 2 20t 
admettent deux caractères si a > 2 ; mais les discriminants — 4 et 
— 16 n'admettent aucun caractère et, par conséquent, ne donnent 
lieu qu'à un genre. 

§ 21. Composition des genres. Nombre des classes ambiguës (*). 

On voit que si e, e' sont les valeurs d'un caractère dans les deux 
classes H, II', la valeur de ce caractère dans la classe composée 
HH' sera es'. Donc si K, R' appartiennent respectivement aux 
mêmes genres G, G' que H, II', KK' appartiendra au même genre 
que HII'. Ce genre est dit composé de G, G' ( 3 ). 



(') Dirichlet, Zahlentheoric, § 125. 

(') On ne considérera dans ce paragraphe que les classes primitives. 

( 3 ) Gauss, Disq., art. 24G, 247. 
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De là résultent deux conséquences : 

i° Puisque les caractères du genre principal sont tous égaux à 
-4-i, les n classes qu'il contient forment un groupe «X de 
degré n (*) qui divise le groupe $ des h classes primitives. 
Prenons g classes H/(f = i, 2, . . ., g) H< = 1), une dans chaque 
genre, et formons les complexes *)Î>H/ qui contiennent ng classes 
différentes. A toute classe HJ du même genre que H, répond une 
classe telle que KH,= H^ et Ton voit que K appartient à Jb. Donc 
les complexes XH { - contiennent les h classes de£ et les caractères 
montrent que chaque complexe constitue un genre distinct. Ainsi 
h = ng, g étant le nombre des genres réellement existants ( 2 ). 

2 Toute classe Q = H 2 résultant de la duplication d'une 
classe H appartient au genre principal. Les classes Q forment 
évidemment un groupe ^ dont le degré q divise n et A; donc 
q = n. 

D'autre part, les classes ambiguës A forment un groupe «l» de 
degré a ( 3 ) qui permet de décomposer le groupe £ en un certain 
nombre de complexes XH chacun de a classes. Or, toutes les 
classes d'un complexe donnent par duplication la même classe H 2 
et deux classes appartenant à deux complexes différents -A, II, XH f 
donneront, par duplication, deux classes H 2 , H' 2 différentes, sans 
quoi, K. étant une classe telle que H'=HK[il y en a toujours 
(§13)], H 2 = H' 2 entraînerait K 2 = 1 , K = K~» , c'est-à-dire que K 
appartiendrait au groupe *K> et H' à *A>H, contrairement à la loi de 
formation des complexes. Le nombre de ces complexes est donc 
précisément celui des classes Q et h = %q. 

Ainsi on a aq = ng, q^n, donc g^z. 

On peut faire un pas de plus. Soit \)î> le plus grand commun divi- 



(') D est dit régulier ou irrégulier 9elon que 3fc> est lui-même régulier (ne 
contenant que des puissances d'une même classe) ou irrégulier. Dans le dernier 

cas, si 6 est le degré du plus grand groupe régulier contenu dans JG, l'indice -= 

S 

de ce groupe s'appelle l'exposant d'irrégularité du discriminant (Gauss, Disc., 
art. 306.) 

(») Gauss, Disq.y art. 252. 

(") Car, si A, A' sont deux classes ambiguës, de A = A -1 , A'= A'-*, c'est-à-dire 
de A«= A' a = 1 on déduit 1 = A'A' J ~ ( \A') a . 
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seur de X et de 01», d'ordre [3. Si (3 = n, parmi les complexes X H,, 
les uns se composeront uniquement de classes ambiguës, les autres 
uniquement de classes non ambiguës. Si [3 < n, partageons 3L en 

complexes ifc Ny fj = i, 2, ..., tt> N, =■ 1 j. Chacun d'eux donne par 

duplication une classe carrée distincte Qy (Qi = 1), on le verrait, 

comme tout à l'heure. Donc g- = q. Chaque complexe 2kH| se 

partagera alors en q nouveaux complexes iH>N y H/ dont chacun 
fournit, par duplication, une des classes carrées. Celui où j est 
déterminé par Q y H? = 1 fournissant la classe principale sera com- 
posé de classes ambiguës. 

Ainsi, on voit a priori que chaque genre existant contient le 
même nombre de classes et, parmi elles, le même nombre |3 de 
classes ambiguës, à moins que les classes ambiguës ne composent 
à elles seules un certain nombre de genres parmi lesquels le 
principal. 

Gauss a déterminé a et démontré que g = & ( l ). En suivant 
Dirichlet, nous avons, au contraire, commencé par déterminer^. 
11 reste à montrer que gl = g ou ^ = 1 . 

On sait qu'une classe ambiguë contient toujours une forme de 

l'un des deux types 

(a, o, c), 

(a, a, c)co(c, — a, a)oo(c, — a -h 2c, c). 

Changeant de notation, nous représenterons la dernière forme, 
(c, — a-h 2c, c) par (a, b y a). 

Le premier type (a, o, c) ne peut se présenter si D = 1 (mod4). 
Dans le second type (a, 6, a), remarquons d'abord que a est pre- 
mier à D, sans quoi, d'après b 2 — 4 a 2 = D, a et b auraient un 
diviseur commun. De plus, si D = o (mod4), on a, ou bien 

b = ib', b'=si (raoda), D = 4(&'» — a 2 ) ses o (mod32), 

ou bien 

b = $b', D = 4(4&'* — a*), 7 =— 1 (mod4). 

4 



(•) Voir le supplément X de M. Dedekind aux Vorlesungen ùber Zahlentheorie 
de Dirichlet. 
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Donc le second type est impossible dans les trois cas 
= 0,4,8 (modi6) et f^o (mod32). 

Cela posé, u étant toujours le nombre des facteurs premiers 
impairs de D', le nombre des décompositions de D' en deux fac- 
teurs premiers entre eux sera 2P (') et celui des décompositions 
de D sera 2 l * + *' n *. Le nombre des formes primitives possibles 
du type (a, o, c) sera donc 2 |M " igll *" H , la moitié ayant des premiers 
coefficients <^o et la moitié des premiers coefficients > o. 

Considérons le second type (a, 6, a) pour lequel 

D =(6-f-2a)(6-2a). 

Si D = r (mod4), toutes les décompositions D' = st donnent 
pour a et b des valeurs entières premières entre elles. Il y a donc 
2l* +1 formes possibles du type (a, 6, a). 

Si D = i2 (modiô), à une décomposition D' = st répondent 
pour D les trois décompositions D = ^s.t y D = 25.2 t, D = s. 4 1. 
6-f- 2 a et b — ia ne pouvant avoir d'autres diviseurs communs 
que 2 ou 4) et leur différence devant être divisible par 4, on ne 
pourra identifier la décomposition (6 -h ia)(b — id) qu'avec la 
décomposition 2 s. 2 1. 11 y a donc encore 2i*" H formes possibles du 
type (a,b,a). 

Si D = o (mod32), D = 2*D', A-^5, pour chaque décomposi- 
tion D' = st, la décomposition (è-+-2a)(6 — 2a) pourra être 
identifiée avec les deux décompositions 2 k " 2 s.^t^ /\s.2 k ~ 2 t de D 
et avec ces deux-là seulement, ce qui donne 2l* +2 formes du type 
(a,b,a). 

En réunissant pour chaque discriminant les deux types de 
formes possibles et en comparant le résultat obtenu avec le Ta- 
bleau du § 19, on voit qu'il y a 2 x = 2g formes ambiguës possi- 
bles, g étant le nombre des genres. Mais, comme les formes ré- 
pondant aux décompositions st et ts de D' sont équivalentes, à 



(') Soient a,, a,, ..., a les plus hautC9 puissances des facteurs premiers de 
D' qui divisent D'. A chaque produit des a 4 répondra une décomposition de D'; 

il y a donc i-h jah- '— -+-...-= ai* décompositions. 

S. 10 
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cause des relations 

(a. o, c)oo(c, o, a), (a, 6, a) <s> («, — b, a), 

les classes distinctes représentées par toutes ces formes sont en 
nombre z^g. 

Donc ol=z g et les y. formes obtenues représentent autant de 
classes distinctes. 

§ 22. Théorème sur le groupe Ad- 

Pour terminer ce qui regarde la théorie des genres, je démon- 
trerai un théorème qui sera le fondement de certaines généralisa- 
tions subséquentes. 

Ad étant le groupe des classes primitives de discriminant 
D = D J d 1 (D' ayant la forme discriminant) qui, composées 
avec une classe quelconque de diviseur d et de discriminant D, 
conduisent à une même classe de diviseur d et de discrimi- 
nant D, tout caractère appartenant à D et à D' a la valeur -h i 
dans toutes les classes de Ad, et tout caractère appartenant 
à D, mais n y appartenant plus à D', prend dans les classes de Ad 
autant de fois la valeur -h 1 que la valeur — \\ si d est quel- 
conque, il faut supposer D<o o« D =^â o (mod 16); si d est 
impair, D peut être quelconque. 

Je dirai, pour abréger, qu'une classe où le caractère considéré 
prend la valeur 4- 1 est une classe -h, et qu'une classe où il prend 
la valeur — i est une classe — ; p désignera le nombre des 
classes -h et n le nombre des classes — du groupe Ad] p est tou- 
jours > o puisque Ad contient la classe principale. 

Je vais maintenant montrer, à titre de lemme, que les deux 
seuls cas possibles sont n = o, n = p. 

Soient P le nombre des classes primitives -f- non contenues 
dans Ad et N le nombre des classes primitives — également 
étrangères à Ad- On a 

N-f-/i = P-h/? = — - — '-. 
Supposons d'abord N > P, donc n < p, et composons Ad avec 
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une des P classes -+-. Puisque la valeur d'un caractère quelconque 
dans une classe composée est le produit des valeurs de ce carac- 
tère dans les classes composantes, on obtiendra ici p classes -f- et 
n classes — , et il restera 

Pi=P — p classes -h et Ni=N — n classes—. 

Composons &d avec une de ces P f , classes -h; on aura de nou- 
veau p classes -h et n classes — , et il restera 

P t = P — ip classes -+- et N t =N — %n classes — . 

Après * opérations, il restera 

P/= P — ip classes -+- et N/ = N — in classes — . 

D'après l'hypothèse, P < N, p> n y P — ip est <N — in. Donc 
P/ s'annulera avant N/. Soit 

(i) P k =P — kp = o, N*=N — kn>o. 

Il ne doit plus rester de classes -K Si l'on compose alors Si ( i 
avec une des N classes — , on obtiendra p classes — et n classes +. 
Donc n = o. 

Supposons maintenant N<P, donc n > />, et faisons de même. 
On aura évidemment toujours P/>N/. Donc N/ s'annulera 
avant P/. Soit 

(-2) P A =P — */>>o, N*=N = A/i = o. 

Il ne doit plus rester de classes — . Si l'on compose alors éij 
avec une des Poêlasses -h, on obtiendra p classes -h et n classes—, 
ce qui est impossible, puisque n >> p ^ i . 

Les deux seules hypothèses possibles sont donc n = o, n = p. 
Pour reconnaître que la seconde est vérifiée, il suffira de con- 
stater dans Ad l'existence d'une seule classe — . 

Passons à la démonstration du théorème et distinguons différents 
cas. 

Soit d=zq premier impair positif. On a, en représentant chaque 
classe par une forme, 

-.-(■•». -7-) • (*■•».. Et*). d '-S 

[X = o, i et X = D(mod a)], 
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(3 parcourant les valeurs incongrues (moday) telles que - — - — 

soit premier à q et que les formes représentantes de Ad appar- 
tiennent à des classes différentes. 

Si D' = o(mody), D' admet tous les caractères de D. Soit ( — ) 

un de ces caractères, M étant supposé n'avoir aucun diviseur carré 
impair. Si M est premier à q> la valeur de ce caractère dans A q 
sera toujours 

Si M = o(mod<7), q est un des |/?,|, soit q = \p t |, M = M'/?,, 
/ — j = -H i dans toutes les classes de c^ et l'on a 

Soit D l =Â o(modq). D' n'admet plus tous les caractères de D. 
Il suffira de prouver que (— ) prend une fois la valeur — i . 



OrAf contient 



['-(tHSKISHM?)] 

classes et, si 6 > 1 , les q — ( — J formes obtenues en donnant à (i 
toutes les valeurs qui rendent seulement primitives les formes 

sont équivalentes à 0. Il suffira alors de prouver que le caractère 

prend une seule fois la valeur — i dans les q — ( — j formes men- 
tionnées. Tout revient donc à montrer que les^r — [ — j nombres 
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que l'on peut supposer positifs (puisque ^ n'est déterminé qu'à 
un multiple près de agr), ne sont pas tous des restes (mod y). 

Soit ( — ) = — i (*). Puisque i est reste, il y a au moins un 

reste v suivi d'un non-reste v -h i . Prenons 

pt=(v-hi)D f (mod?) 

(en ajoutant au besoin q à £J on lui donnera la parité voulue); 
alors j3 2 — D'=vD' sera un non-reste. 

Soit ( — ) =-f- 1. Je dis d'abord qu'il existe toujours au moins 

un non-reste suivi d'un reste. En effet, si q tz= i (mod4), q — i est 
reste. Si gr = — i(mod4), ou bien q = 3(mod8)elgr — 2 est reste, 
ou bien q ~ 7(mod8) et 1, 2 sont restes, q — 1, q — 2 sont non- 
restes; alors - est non-reste puisque son produit par le reste 2 

est le non-reste q — 1 et- est reste pour une raison semblable. 

Soit donc v un non-reste suivi du reste v -+- 1 . Prenons 

pj = (v-j-i)D f (modf); 

alors [î 2 — D'= vD' sera un non-reste. 
Soitrf= 2. & 2 sera représenté par 



(■•-¥)• («■"• c ^)- 



Il ne s'agit ici que de la présence du facteur 2 dans Q, sans quoi 
il n'existerait point de formes de diviseur 2. La présence de ce 
facteur amène un ou deux caractères nouveaux, comme l'indique 
le Tableau suivant : 



(» ) Si ( — ) = — 1 , la proposition est presque évidente, car p prend g valeurs incon- 
grues ( mod g) ; donc $* parcourt — restes et ji» = o ( mod g ) ; donc p* — D' [qui ne 

peut être no(mod^) puisque D r est un non-reste] parcourt - valeurs in- 
congrues et —- o (mod?); l'une d'elles sera certainement un non-reste. 



i5o 
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D = 2*M; IMIaJJl/ifi; 
1 


— i (mod a). 


CARACTÈRES. 


1* 


D = i ( mocl 4 )» 




(*)• 


D== 4 (mocl 8), M h= 


i (mod 4) 


(*)• 


V- 


D = 4 (mod 8), M == - 


-i (mod 4) 


(*)• (-)-(=) 


11-4-1 


D -= 8 (modi6), M — 


i (mod 4) 


(*)• ( ! )-( a ) 


11 + I 


D ^=. 8 (rnodi6), M = - 


-i (mod 4) 


(*). (=!).(=-) 


11+ I 


D == 16 (mod3a), 




(*)• (-) 


J1H- I 


D == o (mod 3a), 




(*)• (-> ( : ) 


H- -+- a 



Les cas D ee= 4(mod8), 8(modi6), M = ±: i (modf) ne sont 
pas à considérer ici, puisque alors ou bien il n'y a pas de formes 
de diviseurs, ou bien la suppression du facteur 2 dansQ n'enlève 

aucun caractère. D'ailleurs les caractères ( — )> ( ~~) sont a ' ors 

exprimables parles ( — )• ( 7-) étant donc toujours nul, le nombre 

des classes de & 2 sera 2 ou 1 . 

Passons en revue les différents caractères introduits par le fac- 
teur 2. 

i° ( — J • SoitD == o(mod64). &* sera représenté par 

(3) (.,o,2), (4,4..-£). 



(') Si Datait > o, on aurait 



m~m 
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el, de fait, le caractère ( — ) appartient encore à — L^o(mod 16). 
Soit D == 3a(mod64). c^ 2 a la composition (3); mais, comme 
-z = 2(mod4), on a 

et, de fait, le caractère ( — ) n'appartient plus à - = 8 (mod 16). 
Soit D = i6(mod3a). 

*i=(i,o f J). (4,o,^p), 
/— r\ /— 1\ l-hisiD = o( 

(-r) Ba+I '(Z|rl-«.iD.-+i( 



! si D = o(mod{) [M^=— 1 (mod4 )], 
mod 4) [M ===-+- 1 (mod 4)], 



ce qui est conforme à l'énoncé du théorème. 

2 (-)• Dans ce qui suil, <& 2 aura toujours la composition (3). 
11 suffira donc de considérer le signe du caractère / —~- D \ • 



Soit D =h-H i(mod4). Si Q 2 = o(mod256), on a 






SiQ 2 = 64(mod256), 



SoitD„=4(mod8)=4l î ,l > — -i(mod4). Si Q a - o(modG4), 
Si Q â == G(mod64), 

(-■ 5 ). (î= V)-G)-- 
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SoitD = o(mod8) = 8P, P = =b i(rnod4).SiQ 2 = o(modi6) 

SiQ 2 = 4(modi6), 

a_ \ / a \ __ 1 +i si P==h-i (mod4), 

,__£.) X 1 — 2P / I-uiPs-i (raod4). 

3 ° (~^)' Soit D =+i(mod4). SiQ2=o(moda56), 

(^)-(^w) — 

SiQ 2 = 64(mod256), 

SoitD = 4(mod8) = 4P, P =— 1 (mod4). Si Q 2 = o(mod64) 

(^)-(iab)-. 

SiQ» = i6(mod64), 

(^)-(^)-(V)— • 

SoitD = o( m od8) = 8P, P==bi(mod4).SiQ 2 = o(modi6) 

(a>)-(^)— 

SiQ 2 = 4(modi6), 



(i-ï) ('-»P/~l-î»î 



P = — 1 (mod4), 
Psh-I-i (mod4). 
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Ainsi, le théorème se trouve démontré quand d est premier. 
Si d=Uqi les qi étant premiers, Ad se compose de toutes les 
classes distinctes obtenues en composant les classes des A q . de 
toutes les manières possibles. Si un des caractères de D n'appar- 
tient plus à -fi* une des classes de l'un des A f/i sera — relative- 
ment à ce caractère; donc une des classes de Ad étant — , il faut, 
d'après le lemme, que la moitié des classes de Ad soit — et la 
moitié -+-. 

Enfin, si tf = IIç*', soit d K ={\qi\ Ad contient A dt . Si un 

des caractères de D n'appartient plus à -^> une des formes de A Jt , 

donc une des formes de Assura — relativement à ce caractère, et, 
par conséquent, la moitié des formes de Ad sera — et la moitié -{-• 
Le théorème est donc démontré dans toutes ses parties. 



CHAPITRE VI. 

LES SOMMES DE GAUSS GÉNÉRALISÉES. 



§ 23. Quelques transformations de séries ( ' ). 

Je réunirai ici quelques transformations de séries analogues pour 
dégager les démonstrations subséquentes. Les séries 3 sont com- 
prises dans la formule unique 

n =s — • 

qui, en posant 

g = «/lu», \q\<l 

(c'est-à-dire que £to a sa partie réelle <o, condition nécessaire et 
suffisante de convergence), donne 

— «o 

■*■• r M i i . 

, v y *r^ I m* C0-t-fi(l»'-t-!-t-6>i •*-»*+ -: II 111 

— «c 

=2 C (v = + i,±3,±5,...), 



Sri,W = &iW=2y * c (1 " + 



J/î-4-ll* 

lî/ltV 



(a) 



=2/ (v=±i,±3,...) 

V 



(•) Kroneckeh, Sitzungsberichte, p. 5o/j, r883; p. ia/4, 1889; p. 3i6 1889. 
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el 

(3 ) %o(v) = 3r a (p) = Y f* «?«"/*•' = V < fU«w-H*/iv)/n j 

■4-oe -4-«0 

(4) 2r 01 (^) = 2r (^)==V(-i)«7« , c*«^ = y6-<« t »--««^« , «'. 

La première fonction satisfait aux équations de transforma- 
tion («), 

(5) 2rA\ ^-\ = — ;(/- «w)««' f ««'2r(wp f w), 

TC/ 

(6) 2f(i», w + i)=«* £r(e, w). 
Il s'agit d'établir les égalités 

• ^•t«i-»-»«w2r(ff h-tw!, wi)2r(«r — twi, eu,) 

(7) v __ (l/c^)Y( i)i/«— ir«— p^— u/(m,«)-t-K/«<j-»-«T)ii/j 

» M./I 

m,/i 

, v \T* *. i -» / I V /'ter-»-/*. T-f-nt 

(g) X ^— «««/{/«, rt)+!(/«î+/»T)7l/ = — > g « j 

m,/i m, a 

4a c — 6J = i ; 

to,, — (i> 2 sont racines de /(i, cv) = o et tv,*, *v 2 * ont leurs par- 
ties réelles négatives; a , 6 , c sont donc déterminés par 

— toi (o 2 i , — i( b)| — tuj 1 ) i 

a = -> o = ' Co = — » 

c»>i h- ioj (uj -+- u) S cwj -h <u t 

— b -h t 6 -h i 

a, x sont arbitraires, réels ou complexes; on voit d'ailleurs que les 

(') Voir le §30 et l'ouvrage de M. Weber,§2G. De la définition de (y/a) donnée 
au §3) il résulte que, si a est complexe, (y'a) est la racine prise avec la partie 
réelle positive ou, si celle-ci est nulle, avec la partie imaginaire positive. 
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deux membres de (9) restent inaltérés quand a, t varient de 
nombres entiers (les termes du second membre s'échangeant alors 
les uns dans les autres); 

u sera supposé réel positif; mais il est facile de voir que, si a , 
b , c , sont réels, il suffit que u ait une partie réelle positive; 
m, n = o, ±1, ±2, ...; v==fci, ±3, ±5, .... 

Quand <r, t tendent simultanément vers des nombres entiers et 
u vers zéro, les deux membres de (9) croissent indéfiniment. 
Posons, pour abréger, 

<*»(*>,+*>,>«/ £ (<, + XWl) to, ) £(<, _ TU)J> a,,) = P(<r, t, coi, coi ); 

on aura 

P(<J,T, b>|. U>|) 

# , . .V* r llUMi + viMff-f-TWg 1— jujiti v^ ■ 



ÈM<X-4-Tfc>,i — J{JL]1TJ ? «7* -(V«0)|-»-VV(a — TlOj}— iVlTCl 






** (|i f v=±i f ±3, ±5, ...); 



<p({jt, v) = -(jA S 0) i -+-V î a>,)-f-([X-»-v)f 5— - )-i-([X(U|— VCi>t)?-4-(C0i+U>|)T*, 

ou, en posant jjl + v = 2/«, 

<p(fi, v) = 7(wi-t-wi)(v — ît) 1 — maj|(v — %t) + /iz s cdi+ m(a<r — 1) 
4 

1. x / 2/wu), \* //i s a>,(o 1 , . 

= T (cD 1 -hti),)(«2T — v h ) H -t-m(2<J — 1). 

4 \ (0,-hco,/ u>,-hu>, 

Appliquons maintenant la formule (5). Si l'on y fait v = r\ -f- — > 

le premier membre devient ( w'= )> 

V""*' ft> ) = é 2l< (v=±i,±3,±:>, ...), 

V 

et le second 



ou 



-*(•I^^)«( ,,+ ^i) ,, '2«"*'( ,, ■ , ■ï) , . 



, — 1 
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Donc, en multipliant les deux membres par ie ^ * ' et en 
introduisant dans le premier n au lieu de v d'après la relation 
v = 2/i -i- i, on aura, pour la formule en question, 

«= + - / v « 

y C (««to'-H2«î l -/i)7ri = ( v /_ wt -)y e w7 ' i v n "*"»> | (v=±i f ±3, ±5,...), 

w=— • v 

ou, puisqu'on peut changer v en — v, 

v n 

(v=±i,±3, ±5, ...; /i = ±i,d=2, ±3, ...)• 

Prenons dans (10) 

mtui m m wi — tu 4 
co = o>| -h coi, r, = t h = t h 1 ; 

Wj-f-CO, 2 2 Uli-4-Wj 

elle donnera 

(/— ( o>i -t- w t ) i) ^ en/y'M = ^ e^< »',">, 

ty(m, n) = -\m*i» t ta t -h m/iCtdj — u>j) — /i*] 

-i- m/i-4- m(:iî- i)-h «(ai — i) 
(m, n = o. ±i, ±2, ±3, ...; jjl, v = ± i, db 3, ± 5, ...)• 

On en conclut (') 

IP(<J, T, (i)!, tu,) = — (y/g^)^ (— iym-MN-l) e ->Kfim,«)+tlma+NX)Ki 
(m, « = o, dzi, ±2 ). 

On a d'ailleurs, d'après la définition même de P(o-, t, ta,, w 2 ), 

â*P 

P u = — (<j = o, t = o) = 'i5'(o,w,)5'(o,w l ), 

^t p 

P« = -vj (? =0, T = 0)=— 2W| W, 3f'(0, Wi)^((), (U 2 ) 



(') On voit sans peine que -—. — (\'c ), les deux membres avant 

(V— (w.H-w,)*) 
leurs parties réelles et leurs carrés égaux. 
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et, par conséquent, 

c Pu= '2c 2r'(o, o>!> Sr'( 0,(1)2), 
c P„ = — b Sr'(o, o>j) 3r'(°? ^i)» 
c P, t = aa 2r'(o, a>,)3r'(o, o>i), 

d'où, en multipliant par a , , c et en ajoutant (4#o c — ^Î = I ) 

Co(a PiiH-6 P,,-i-CoPM) = 2r l (o, W|)&'(o,w,), 

et, comme la différentiation de (1 1) donne simplement 

I2r'(o, tu») 2r'(o, w,) = 4Tr*(v/ci) 3 V(— 1 /«-««*-» V( w » ^e-iî/^"»"' 
(m, /i =0, ±i, ±2, ±3, ...)• 
La formule (8) se démontre d'une manière toute semblable 

e t'(w > +w 1 )ît/â( ff+ît0h(l ,,)^((j_-Ta)„w 1 ) 

X / X,/ 

(X=±i, ±3, ±5, ...; / = o, ±1, ±2, ±3, ...), 

<p(X,/) = ^«((OtH- o),)h- X*~ -i-X(<j-+-tu>,) h /*u>i— 2/(3 — x(D,)-h/; 

posons alors 

X = 2/1 -h I, / = /l-h l - , <r = , x= ; 

2 2 2 * 

il viendra 

<p(X, /) = /i*(iOi-t- toj)-K n [/(co â -*-<o,) -h fjiw 2 ] 

+ Ç t0l _^ ( ,_, tl)j) + î^^î <s . 

42 4 

(/i = o, ±1, ±2, ±3, ...; ja=±i, ±3, ±5, ...) 
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Or(io)donne,eny faisant <o=r/c ('), ar, — i = .r, v-+-i= 2 m, 

... .?• " =<A,> ? e 

( (m, /i = o, ±i,±2, ±3,...) 

d'où, pour jr = /(co, -h w 2 ) 4- [Aw a , 

Vgit/çfX./) 

À.I 

iir* r Ifc* LL O), -»-(i)« .1 

/ t — x w^ . •tf(w,-f-eo 1 n-|JL<i»,-»-îm!«-f- Ç-Wj— J'j — rw,) 4-— i-r — ?/«liï* 

= (/*o)^« * L* » * J 

(l, m 

/ / — \ V^ — w/Y £.»)—- i|iiw + 11* +i»i/)«i 

JA.m 
(t. m 

(jji = ±i ±3, ±5, ...: m = o, ±i, ±2, . . . ), 

d'où la formule (8). 

Kronecker fait observer qu'on peut de même transformer en 
série de Rosenhain le produit plus général 

Passons à la formule (9) et remarquons d'abord que les condi- 
tions imposées à a , b > c , u sont nécessaires et suffisantes pour 
la convergence des séries qui y figurent. Posons, en eifet, 

w, = a, H- i>i i, cui= tt,-+-Pj«, Pi>o, *î>o; 

la partie réelle de a x 7 -hboxy-\-c y 2 sera la forme à coefficients 
réels 

(l«l-+-l4l) , -*-(l- , |-+-l>l) 1 



(') iw =s— r fl — . r— a bien sa partie réelle négative. 



IÔO PREMIERE PARTIE. — SECONDE SECTION. — CHAPITRE VI. 

qui est une forme positive, car le réalisant du numérateur 

= — *>i "j [( "1 + "a) 1 + ( «>i + ?«)* J 

est négatif quand o< et t> 2 ont le même signe. Ainsi, pour que la 
forme soit positive, il faut et suffit (les coefficients extrêmes de- 
vant être > o) que v { et p 2 soient positifs. La partie réelle de 
f'( x iy) se déduisant de celle de f(x,y) par le changement de 
x en — y et de y en #, sera évidemment, dans les mêmes condi- 
tions, une forme positive. Donc les conditions i^^o, (>2>o, 
u étant réel et positif, sont nécessaires et suffisantes pour la con- 
vergence en question. Partons encore de la formule (10), en y 
faisant 

2C tt V 2 

ce qui donne 

« V 

(* = o, ±i, ±a, ±3, ..., v = ±i, ±3, ±5, ...)• 

Si l'on multiplie les deux membres par e~ 2tRua * mi+2m<rKl et qu'on 
somme par rapport à m = o, ± ï, ±: 2, ±3, . . ., on aura au 
premier membre 

IV^£— *Kti[a ù m t +b mn+c o n t )+i(m<T+n'z)'Rl 
(m,n — o, ±r, ±2, ±3, ...) 
et au second membre 

/ / I \ ^71 — îrt m*irii-4-Jm<nt/'— (/n£ t ///-t-TH — -— \ 

\V 2CqU/ 2d e 

*W f V 

(m = o, ±1, ±2, ±3, ...; v=±i, ±3, ±5, ...), 



(M iu — a comme = tu,+ iw. sa partie réelle négative. 

v '2UC t <* 
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ou, en posant = /i, 



( . / 1 \ ^ — îfl«iw , ««-Hm<riti— j-p^(— m*£2M«-MT-»-#i)«-»-lm* iir(T + »)J 

ou, d'après 4 «o ^o — 6jJ = i , 

(l5) (^^2•" =S5ï+ ■" ,[, •"* ,T+ ■ ,ï ' E^i,T *■ ,, • 

m, n 

Reprenons maintenant la formule (io) 9 en y changeant v en 
a m — i , ce qui donne 



et faisons-y 



(/» = 0, ±1, ±2, ...), 



*>=— (')- t) = —(x -h «) + »+-; 



elle devient 



m m 

En multipliant les deux membres par ( 1 / ) e - «^ (T+B) * et 

en sommant par rapport à n = o, dz i , ±2, . . . , on obtient au 
premier membre l'expression (i5), et au second 

m, n 

ou, d'après 4«oC — ^J= '? 



I V 1 -/'(T4-JI, « "♦"«!» 



j^ I 

(' ) iw = - a, comme — c = - : — » sa partie réelle négative. 

S. ii 
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En égalant (i4) et (16), on obtient la formule (9) qu'il s'agis- 
sait d'établir. 

On peut écrire cette formule (9) sous une forme légèrement 
différente. Posons 

u — 2— (a r éel < i; log* réel < o); 

il viendra 

lie» 

4à iog* — 

m, n m, n 

(m, n = 0, ±1, dza, db 3, ...) 

ou, en séparant dans les deux membres le terme correspondant à 
m = n== o, 

m, n 

(.8) / = _ I _«e^ mt, -iiy e sn 

I lOg* iOg£^ri 

m, n 

(m, n. = o, ±i, ±2, ±3, .. ., sauf m = /i = o); 

c'est sous cette forme qu'elle a été employée par Kronecker. La 
même séparation donnerait, au lieu de la formule (9), 

V £-llt<*/(m,fi)-t-t(m0-t-fiT}ft/ 
m, n 

(, 9 ) { = _ 1+ Vv^" + iV 



»*« i£n«+».t+-i 



m, n 

I - — /'(a, T) I V^ -— /"'(ff + m.T + ii) 



(m, n = o, ± 1, ± 2, d=3, . .. sauf m = n = o). 

II y a lieu de faire ici une remarque importante. Le premier 
membre de (19) ne converge plus pour u = <r = t = o; mais la série 

>— £ " (m, n = o, ±1, ±2, ... sauf m = n = o) 

m, n 

converge quand u tend vers zéro par des valeurs positives ainsi 
que | <r | et |t|, car, <r et t ayant des valeurs quelconques, tous 
ses termes décroissent avec u en valeur absolue et ont pour 
limite o. Donc, toute la singularité du premier membre de (19), 
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quand «, |<r|, |t| tendent vers zéro, se trouve reportée sur le 

seul terme -e " du second membre (*). C'est ce qui fait 

l'importance de cette transformation. 

§ 24. Introduction des fonctions elliptiques. Généralisation 
des sommes de Gauss. 

Si, dans la formule (7) du § 18, on suppose que D l7 D 2 sont 
des discriminants fondamentaux, ce qui permet d'y remplacer 

(7J) (»= 1,2) par 

të)-râj 2 fê)*"^- - >0 [§s • <l ■ ,1 • 

elle deviendra 

o) (•BT)(^)à^U.A*J (,1) 

= 2 [(r) - (x) 2 F <—- *~ + -'>• 

a, b, c m, n 

et l'on peut faire D 2 = 1 . 

Soit alors D = D,D 2 < o, Q 2 = 1. H faudra, dans (1), faire 

rj, r,= i, 2, ..., -+-00, 

/re, n = o, ±1, ±2, . . ., ±00 sauf m = n = o. 

Remarquons que, diaprés le § 4, si D a > o, 

W = (|D a |l*J' 
et, si D a < o, 

(g-«) = (j^.) n (- g s^ r ),-, r l -"-'-- M - , -(^v)' 



(») Si », t tendaient vers des entiers m,, /t t , la singularité du premier membre 

. 1 r\*i— w„ t— «,i 

se trouverait reportée sur le terme — e " du second. 
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on peut, par suite, écrire (i) comme il suit 

»fl> t l-fr,lr, CP t f-A t W, 



-" y y( "■ )( D « y-^'E^ 

= 2 [(tMt)] 2f(«. + »« + « .). 



!■>•! JF(ri 



ri) 



a, b, c 



Quand k a parcourt les valeurs i , 2, . . . , | D a |, | D a j — k a par- 
court o, 1,2, . . . , | D a | — 1 . 

Remplaçons | D a ] — A* a par k a et faisons parcourir à ce nouveau 
fc a les valeurs 1,2, . . . , | D a |, ce qui est indifférent; il viendra 



<«) 



= 2 [(ïWï)]^^'^^^ 



a, b, c 



Retranchons (2) de (1), puis ajoutons (i)à(2); nous obtiendrons 



I 



2 



ï,2 2(ï)(S)---(m*fel)'<-' 



(4) < 



= 2 [(x) + (t)] 2f<«.«+*-«+«.«); 

a, 6, c m, n 

X s'étend à tous les représentants des classes primitives de dis- 

a,ù,c 

criminant D (*); 
A est premier à 2D, représentable par (a, b, c)\ 
D, Dj, D 2 sont trois discriminants fondamentaux et D = D t D,<o; 
t = 2 si D <— 4, t = 4 si D = — j, t = 6 si D = — 3; 
Xr a = 1, 2, ..., | Dot I (« = 1» a)î 
/!, r s = 1, 2, 3, . .., -h 00; 
m, n = o, ± 1 , ± 2, . . . , ± 00 sauf m = /i = o. 



(') /^-j=i ne figure plus sous le signe \ et l'ensemble des nombres 

m, n 

am*-\- bmn f- en 1 est indépendant du représentant choisi par la classe. 
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On peut maintenant introduire de plusieurs manières les fonc- 
tions elliptiques en se servant des développements donnés par 
Halphen («) : 

5ii(o)3rii(u-t-t>) v , V* . ■ / 

e* , xQt , t v ir(cotTuo-+-cotirtt) = 4* 7q* mn sinait(mu -4- m>) 

9Tll(tt)&II^) ^* ' 

m, /i 

(w, #»=I, 2, 3, ..., -h«), 

(m, n = i, 3, 5, ..., -4-»), 
d'où l'on tire, en changeant u en m ~h £- et v en t> ~h i 

(fi, v = i, 3, 5, ..., -hoo). 

Dans ces* trois développements les conditions de convergence 
sont, en posant q = e**** et en désignant par R(#) la partie réelle 
de x, 






(') Traité des fonctions elliptiques, t. I, chap. XIII, p. 4i8, (i5); p. ^ai, (19). 
Voir aussi Kroneckkr, Monatsberichle, pp. 1168 et suiv.; 1881. 
(*) Ce développement est donaé par Halphen sous la forme 

-77—77 , . — t^t e w = > o 1 sin — n« -h mv) 

m,/i 

(m, n=çi, 3, 5, ..., -hoo); 
on le ramène à la forme donnée d'abord par Kronecker au moyen des relations 

<j(u>') aut & 01 (o)' 
l Traité des fonctions elliptiques, p. a5o, (291); p. 25i, (35)]. 
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Ces conditions sont satisfaites quand a, v sont réels. 

Prenons, par exemple, pour la fonction F dans (4) la fonction 

définie par 

h 

F('O = [i-(-0 / ']? , > l*lo; 
les séries convergent aux deux membres, et il vient 

-2 [(*)*(*)] 2^ 



l* /D 'i 1 .*,v„v, 

(5) * ^ç^ P / Oi \ /Dj\T V'' -(tun*-k-bmn + cn*) 



a, b, c m, n 

(v„v î =±i,±3,±5 ±») 



ou 



^i(o) 



/D.\/D.\ "VlDir |Dt|/ 



(6) 



-2[(î)*(î)]2^ 



(«#«*-»- ^mm-r/i») 



a, 6, f 



k a = i, 2, 3, . . ., | D a |, (a = i, 2); m, n parcourent tous les nombres 
positifs et négatifs pour lesquels am*-h bmn + c/i' est impair. 

Si l'on compare cetle formule avec la formule (n) du § 5, on 
voit qu'elle est une généralisation des sommes de Gauss, la fonc- 
tion sinus étant remplacée par la fonction de deux variables 

Pour D 2 = i , on obtient, en observant les égalités, 

^i i(°) = * ^oi (°) 5 10 (o) ^00(0), 

_ * = |D| 

1 ' * = 1 rf, b,cm,n 
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où le premier membre est semblable à celui de la formule (i i) du 
§ 5, mais avec la fonction sn au lieu de la fonction sinus ( f ). 

Si l'on divise (5) par q et qu'on intègre depuis q = o, ce qui est 
permis, car les séries infinies sont absolument et uniformément 
convergentes pour | q \ < i (on le voit en remplaçant le sinus par 
l'unité et en rangeant les termes de manière qu'ils ne croissent 
pas), on obtient 



Jv.v, 



bi2 IfêXÏÛ^-'G^fà) 



IV^U * v v 



-2[(ÎM*)]2£ 

a, b. c 

ou, d'après (6), 



a, b. c*~ " ~" m, n 



* /"^V M V/D.yD.\ "V|Dil + |D«l/ 

4 ,, /„,./. q •«<>2,UJU; &i /^.\ 9 tgr 



'(r5Ti)^(i^i) 

1 * • n h r nt m 



- ( nm* -»- bmn ■+• en* ) 



bmn -h en 2 



Si l'on range les termes suivant les valeurs non décroissantes 
de am 2 -f- bmn -4- en 2 , on voit que le second membre est égal 
(§14) à 

a, b, c m, n 

et la quantité placée sous le signe limite est une série simple, en- 

tière en y*, donc continue en q, et convergente pour q= i tant 
que pest>o. 

Posons maintenant 

»* a - RSÏ ' gêt** i^i =é " û^r c " 



(') Dirichlet avait déjà communiqué à Kronecker sans démonstration un cas 
particulier de la formule précédente dans une lettre datée de juillet i858 [Gôt- 
tinger Nachrichten, p. 36i ; i885 (voir en particulier 8 # lettre, p. 379)]. On voit 
par la réponse de Kronecker combien cette relation l'avait frappé. 
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£ ayant sa partie réelle positive et a , b Q} c étant réels. On aura, 
par une transformation déjà employée (§ 14, 2), en reprenant les 
notations du § 23, 

"'**>- 2 (t) fôT?)X" M 2'"'** t ' / '""'' te 

a,b,c L ° \ m > n ' 

. />o [§23,(9)], 
ou, puisque ^ ^ j = o, 

H- r V £-(*■+*)/(«,») #p rfir I , 

m,n J 

et l'on voit sur cette dernière expression que 

Hm lim F(^, p) = lim lim F(q, p). 
Ç=op=o p=oÇ=o 

Or on a trouvé (§ 18, fin) 

lim \| ( — ) 7* (am % -*- bmn -f- en*)-*-? 

J^V(d 1 )h7^)-k( D ,) K (d > ) ^»^ i ;»!< d '> , 

et Ton verra bientôt que 

xH(D 1 )H(D J ) 

- ^2 (5M*-(*= i ^M-' i± â£ 1 )] • 

Donc 

(8) I= — SiitKCDOKCDOlogECDOIogECD,), 

ou à 

a,b,c 
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§ 25. Expression des sommes de Gauss généralisées 
par les fonctions 5 (*)• 

La formule (7) du § 23 montre comment la série de Rosenhain 

/ 1 \ V^ / I \mn e — ltf fl m , -4-6 /iin-+-c » t )ic-H[m(î(r-4-l)-H/i(îT-+-l))it/ 

se réduit à l'expression 

(a) (v 7 — (w l -t-o> 1 )*)«* t t»i +ft >t , « / 2rn(ff-hTfi)|, «*>i)5ii(tf— ■ xwj, w,), 

qui ne contient que des séries simples de Jacobi. 

11 est naturel de chercher à ramener aussi aux séries 3 la série 
double obtenue en enlevant au terme général de (1) le facteur 
( — i) mn . Partons donc de 

( 3 ) 2 e-i a *' ni + b *' nn + e o n * ) n+*l'»°+ n *W i m,/i = o,±i,dza,±3,..., 

m, a 

en rappelant les relations 

— u>i (i>| i — i ( tôt — u> t ) î 



Wj + Wj Wl-hCOj Wj+Wj 

— ôo-hi b -hî , ,, 

Wl= , toj— , 4«oC — 05=1, 

îiC • 2C 

et appliquons la formule 

(4) j „ v 

( (/i = o,±i,±2,±3 ; ..., v==hi,±3,±5,...) 

[§ 23 (10)], en y faisant 

a7j = 2TH w + i=2x + m6 i + i, u> = o) t -h ta. : 



(') Kroneckbr, Sitzunsgberichte, p. 3i2; 1889. 
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elle devient ainsi 

X e [n*c Q i+mnb i+tnT)ni 

"»■(^)2• ,,, ' +,N, • l t* + STS^ : î 1 ] , 
= (i/|)2 c(w ' +<tf,,,t ' [T+ ' LtfLi " S;T 

V 

(. f\\ " V^ ttll — *—: -{«M-V-*-!)'-»- — — KTlWj-MOj) (WI-+-V-M)— J//lTCi) s — ma> t (#i»-HV-i-l) I 

= 11/ — I £ *• > C L • (0,-4-0)» J- 

V 

Il faut encore multiplier les deux membres par 

e {a lm*-k-\am)Tii = e \ w, -1- c*> t / 

ce qui donne 

^y e-{a ù m t -*-b (i mn-¥c fi n*)'R-+-t{ma+M;)'Ri = ( 4 /-— ) e~ ^»~ ^? e™ 



l$(v,m)) 



(m = o, ± 1, ± a, ± 3, . . . ; v =± i, ± 3, ± 5, . . .). 

(I). -f- (j), 

cp(v, m) = (m -+■ v -+-i)*-+- m J (o 2 

4 

-hx((i)i-+-d)j)(m-+-v-4-i) — îmxwj — /nco f (An -t- v H- i) 4-2<t/h 

(|)4 (O* - 

= -j (w + v + i) î +-7[(w + v + i)«-^/?i(v + i)] 
4 4 

-+- (ff-+-'CU>i)(wH-v-Hi) -H (ar — TU> 2 )(Jra — v — l) 

tt)f u>« 

= -i(wl + V+l) ! + ~(/?l — V — l) 2 

4 4 

-+- (ar -+- xa> 1 )(m +v + i) + (<r — twj) (m — v — i). 

En sommant alors par rapport à m, on obtient 

^ ff-{a m t -hb mn-H: 9 n*)'K-+-Um<j-*-nï)izi 

_/ /T\ — — V^ lttT^i(m-i-v-hl)«-H«H-Ta),)(/n-+-v-+-l)-4-^(/n— v-l)«-t-(<T— Tù>,)(#n — v - 1)1 

-ty*r c 'ï* e 

m,n 

(m,n = o, ±i, ±a, ±3, ..., v = ±i, zfc 3, db 5, . . .). 

On peut évidemment mettre au second membre 2/1 à la place 
de v + i, ai parcourant les valeurs o, ±1, ±2, ±3, ...; alors 
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figurent à l'exposant du terme général les deux grandeurs m + 2 /i, 
m — a/i qui sont congrues (mod4). Posons donc 

m -+- 2 n = 4 nC -+- r, m — 2n = 4tt'-hr; 

en faisant parcourir à m f y n! les valeurs o, ± 1, ± 2, ± 3, . . ., 
on obtient Jows /es termes où le reste commun de m -+- 2/1, 
m — 2/i(mod4) est r et il restera seulement à faire r=o, 1, 2, 3. 
Ainsi 

V^ e — (a /« , -*-ô -+-mn-+*o'* , )ft-t-î(/«a-»-nT)7l/ 

/ /7"\ — ^^ V^ V^ icil ^(UrtH-rJ^a-hTWtJiVm'+rj-t-Î^IVn'-f-rjM-iff— Ta),)(*/i'4-r) I 

= (y *> "' H e L J 

r = m' t n' 

r=Q n n 

n = o, ± 1, ± 2, ± 3, .... 
Or, si l'on pose 

V^ 1tiT^(tn-»-r)»-M(H-T(0)(*/i-+-r) 1 

2^e L* J=R r (ff,x, a)), 

n 

on voit que 

IRoK*>w) = 3 r oo[2(ff-t-'cu>), 4o>], 
R î (ff î 'c,(i)) = 3r,o[2(ff-H'cu)), 4w], 
Ri(ff,T,o>) = R 3 (— <j, — x,o>) = eV*""*" <I " HTa> / / 2r o[^( ff -«-' tol) )-+- (l) >4w]- 
Donc 



\vi) e c * 2 Rr(cr,T,a,,)Rr(<T, '" T,(i)î) 






-h3r 10 [>( <n-îw 1 ) > 4w 1 ]3r 10 [2(j— x<o,),4œj] 

-f-^oo[2( ff-HxwO-f-Wi^WijârooW <x — Ta>i)-H(D|.4t»>î]e L J 

-h3r o[2(— d— xco|)H-<o 1 ,4(u 1 ]ar ot2(— ff-hXWO-f-Oiij/iWjJe 1 - J ). 
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Pour <r = t = o, les formules (5) donnent 

R (o, o, w) = &oo(o 7 4w), 
R,(o,o, (o) = 3r, (o,4w), 

Ri(o, o, to)= R,(o,o, co)= 2| e~*" < n+1> » 

et, comme on peut changer n en — n, 

Rj (0,0,10)= R,(o, o, ta) 

[" = +- o*/ « = +• me/ ! 

donc 

I m.n 

(6) 



j = (l/^-J[3 r io(o,w 1 )& l o(o,(i),)-+-3 r io(o,4wi)3 r !o(o,4<«>5 
' m, n = o, dbi, dba, ±3, .... 



4<o t ) -4- 3 o (o, 4<«>i) &oo(o, 4*>» )]• 






Si dans la formule (6) du § 24 on fait q=e 'v D ', on voit d'après 
cela qu'elle devient 

ii \ 0, m) y /d,\ /d.\ * ,, (j p n"wi7Bi> 

y ' *■■*• Mi^'^y °Wi7bi) 
=2 [(x) - (x)] 2e-târ-m-wr'>' 

a, b, c m, n 

=2[(£H£)](i/¥)i*.<°.».».-<-> 

a ' b ' c -+-^io(o,4wi)âr 10 (o,4u) 1 )4-& o(o,4wi)^oo(o,4co 1 )l; 

— 6 -I- * | %/D | ^-f-t|v/D| , a _c b* 

Wl= — Te — • "»= 2C ; 4 îTëj î7g| - |7si ~ K 

DiD,= D = 6»— 4ac<o. 



DEUXIÈME PARTIE. 

LA SECONDE FORMULE DE KRONECKER. 



CHAPITRE VII. 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 



§ 26. Notion générale de l'invariance. Applications (*). 

Ayant à considérer, outre les invariants des classes de formes 
quadratiques arithmétiques, certains invariants plus généraux qui 
se rattachent étroitement à une formule fondamentale, j'ai pensé 
que des considérations abstraites, sur la notion de l'invariance, 
exposées par Kronecker lui-même dans le même Mémoire, ne 
seraient pas dépourvues d'intérêt. Aussi bien ces considérations 
mettront dans leur vrai jour la nature de certaines transformations 
effectuées précédemment et dont les résultats reviendront encore. 

Sylvester a nommé invariants certaines fonctions des coeffi- 
cients d'une forme algébrique qui conservent leur valeur lorsqu'on 
fait subir aux variables de la forme une substitution de détermi- 
nant i. Mais on a donné depuis à cette notion d'invariance beau- 
coup plus d'ampleur. Appelons équivalentes ces formes algé- 
briques, déduites les unes des autres par un procédé réciproque 
de transformation, qui est ici une substitution linéaire de déter- 
minant i; appelons de même équivalence cette relation réci- 
proque qui les fait équivalentes, et leur ensemble une classe. Les 
fonctions de Sylvester sont des invariants de l'équivalence ou de 



(') Kronecker, Sitzungsberichte, p. 99; 1890. 
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la classe; mais on voit de suite que la notion d'équivalence peut 
et doit rester indépendante de telle relation réciproque qui la 
constitue dans un cas particulier aussi bien que de la nature des 
objets qu'elle rapproche. 

Ainsi toute abstraction comporte une classe d'objets équivalents 
et la notion abstraite elle-même qui convient à chacun est un 
premier invariant de la classe; les propriétés qui en découlent en 
seront à leur tour autant d'autres. A ce point de vue, toute 
science, comme le fait remarquer Kronecker, tend à établir des 
équivalences et à déterminer leurs invariants. 

On voit que le premier invariant d'une classe de formes algé- 
briques 

équivalentes par substitution linéaire, serait, à ce compte, leur 
forme même a". Mais il importe de préciser davantage. 

Désignons par (a) ou (a (li ) des systèmes de n grandeurs 
(a,,a 2f a 3 ,..., a w ) et imaginons entre eux une équivalence quel- 
conque, mais telle cependant que deux systèmes équivalents à un 
troisième le soient entre eux (*); nous appellerons proprement 
classe l'ensemble des systèmes 

(a»)), (««>), («<«), ..., 

équivalents dans ces conditions. Toute fonction uniforme 
J(a ( / ) , a 1 ^, ..., a^ J ) des éléments d'un système dont la valeur est 
constante dans toute la classe sera dite invariant de la classe ou 
invariant de l'équivalence. 

Avec un nombre suffisant d'invariants J|, J a , . . ., J v , on pourra 
exprimer complètement les conditions de l'équivalence 

(a">)c^( a (i>) 
par les v équations 

J A («V n t «tf \ - • • , «k n ) = Ja(«V\ «V 1 », ...,«i f) ) (Xr = i f a t 3, ...,v) t 

entre les éléments 

a ( /\ a*" (* = i,2,3,...,/i). 



(') Comparer Kronecker, Zur Théorie der allgemeinen complexen Zahlen 
und der Modulsy sterne (Sitzungsberichte, 1888). 
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Il est intéressant d'observer que tout invariant doit pouvoir se 
représenter comme fonction symétrique de tous les systèmes équi 
valents. 

Ainsi l'équivalence 

aooi + i 

admet l'invariant ucotita, et l'on voit que la relation 

ir cotira = ir cotira', 
exigeant 

a = a'-f- k % 

exprime complètement les conditions d'équivalence des deux 
éléments a, a'. 

On sait d'ailleurs que 



itcofrca 

«= — 



= 2tïv 



ce qui montre bien comment rccotTra est fonction symétrique des 
éléments équivalents qui constituent la classe. 
Définissons encore l'équivalence 

<«/*)<">(«/*) 0\ k = 1, 2, 3, . . ., n) 

de deux systèmes symétriques (ocai= a/*, a^-=a^) par la condi- 
tion que les deux formes quadratiques négatives 

2 *'**'**» 2L*ikZiz'k (hk = 1, *, . . ., n) 

se transforment l'une dans l'autre par une substitution linéaire de 
déterminant i (c'est la généralisation de ce qui a été dit plus haut 
pour les formes quadratiques binaires arithmétiques). On sait que 
Tunique invariant de cette équivalence est le discriminant |a,A| 
qu'il s'agit de représenter comme une fonction symétrique de tous 
les systèmes («/a) d'une classe. Pour y arriver, évaluons l'intégrale 

Ç ...T * e*î** ZiZk dz x d* % ...dz n (*\Âr = i,a,3,...,n) 

qui manifestement est une fonction symétrique de tous les systèmes 
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(a/*) d'une môme classe, car on a 

€****«** dz x ...d**= €**<>*** d* x ...dz' m . 

On peut toujours ramener une forme quadratique à une somme 
algébrique de carrés par une substitution orthogonale (c'est-à-dire 
du déterminant ± 1, ici -f- 1) quand le discriminant est ^é o. Les 
coefficients des carrés sont alors les racines de l'équation en s et 
sont par conséquent ici tous négatifs, la forme étant négative. 
Soient — s ces racines; on aura 

= f ...J ,—Z , '"'du,...du, 



Or le discriminant de — 2siuJ est 



Donc 



- *i 
o 
o 



— Si 
o 
o 



s* 



=(-o»h*=i«i*i. 



|«/*| = (-i> 



■[£'••■/; 



— J 



> ^ dz t . . . dz n 



Remarquons aussi que (a/*), (oL iA ) étant deux systèmes de coef- 
ficients de deux formes quadratiques dont l'une est déduite de 
l'autre par substitution linéaire, l'égalité des deux discriminants 
| <x, A | = | a) A | exprime que le déterminant de la substitution =± 1 , 
c'est-à-dire exprime, mais imparfaitement, les conditions de l'équi- 
valence. Ainsi la nature de la question conduit à admettre les 
deux sortes d'équivalence que nous avions précédemment dis- 
tinguées par les noms de propre et di impropre (§ 6). 

Nous aurons plusieurs fois à considérer l'équivalence simul- 
tanée de deux formes algébriques 



T ^» 



a x* -h b xy -+- c y* 



fx'-hxy, 

a\x'*-±b\x*y'- 



'*%ir 
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au sens précédent, <r / , t 7 , a' , 6' , c étant ce que deviennent <r, t, 
«0? 6 , c , quand on fait 

x — a x' -h 3 v' 

; = ^ + ïy (■P'-P-'-oc). 

et de plus a-, t pouvant indifféremment être augmentés de nombres 
entiers; cela revient évidemment à l'équivalence unique 

(1) (<r, t, a , 6 , c ) oo (V x', a«, 6' , c' ), 

définie par les conditions 

Sa'^zaa-hz'z-i-a, t'= |3<h- p'x h- fi*, 0$' — P«'=i, 
aj = a^^-f-^oaa'-h c a' 2 , 
(b' = 2a ap -h 6 (aP'n- (**') -+- 2C a'p', 

a, a', a", (ï, (Î', ($" étant entiers. Alors, si w,, — o> 2 sont les racines 
de 

donc 

— bo-hi b -^-i 

et a)', , — a>' 2 de 

a' -+• b' a>' -+- c' a>'* = o, 
donc 

Z G A A Cq 

on aura 

a'-h 3'u/. , — a'-+- awi 

M,= ÏTR' w,= p'-p«, 

<J H- TU), , , o» , 

Si, dans la transformation ( , £, \> et par conséquent aussi dans 

son inverse (__ / ~~ )> le deuxième et le troisième coefficient 

sont pairs, c'est-à-dire si jî, a' sont pairs, nous dirons que l'équi- 
valence (1) est complète ( 2 ). 

(') A cause de la présence simultanée de deux formes il est avantageux pour 
la symétrie de remplacer y, S par a', $'. 

(*) Voir Kronecker, Ueber bilineare Formen mit vier Variabeln {Abhand- 
lungen der Akademie, i883). 

S. I!» 



(4) 
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La transformation faite au § 23 de l'expression 

( y/— ( ct>, -f- (i> s ) i) cT»(o> 1 H-to a )«/3r( <, _4_ T(l)l> ^^^(j — t(i)î, oi t ) 



■P(<J, T, CO,,0>,) 



en 



(3) 



!^ ( l);nrt+m+/ig- (a m*-f-^ o m/i-Kr o /ï , ^-»-J(mff-»-/iT)TC/ 
(m, /i = o, ±i,=fc 2,^3, ...), 



peu avantageuse au premier aspect, avait pour but de mettre en 
évidence son caractère invariant en la présentant comme fonction 
symétrique de tous les systèmes d'une classe. On a, en effet, 

Si Ton pose 

a m -h p n = m', 

a'#m-B' n == n', 
d'où 

m = p'/ra'— p*', 
/i = a'm'-h an', 

on voit qu'à chaque couple d'entiers m, n répond un couple d'en- 
tiers m! y n' et réciproquement, et que, ira, n parcourant les valeurs 
o, ± 1 , ± 2, ±3, . . . , /ra', n' les parcourront aussi. Donc le second 
membre de (4) sera un terme de (3) si la congruence 

mn -t- m -h n = nt'n , -hm'-+- n' (moda) 

est vérifiée. Or cela résulte immédiatement de ce que mn -\-m-\-n 
(mod 2) n'est pas altéré par les substitutions élémentaires (/ra, ra), . 
( — ra, m) et (m, n) (/ra, m -h ra). On peut aussi vérifier direc- 
tement que 

(P'm'— P/i')(— a'm'-f-a/i') 

-+- (P'm' — p »') -f- (— a' m' -h an') » /n'»'-f- m' -h /i' (mod 2), 

car, d'après a£'— {Ja'= 1 et m' 2 =m\ n' 2 = n! (mod 2), on a 

(P'm'- p/i') (— «'m'+«n') s — p'a'/n'- apV-h mV (mod 2), 

et il reste à voir que 

«'(P'+0(-«'+i) + »'(-P + 0(« + i)3O (mod 2); 
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or, a 7 et $' comme a et fî ne pouvant être pairs à la fois, les coef- 
ficients de m' et de n! sont tous deux pairs. 

On vérifie de même que la transformation [§ 23, (12)] de 

(a P|i-+-6oPij-4-c P lî ) = 



en 

n'est autre que la réduction de cet invariant à sa forme essentielle. 
Inversement, on peut se proposer de ramener une fonction 
symétrique des systèmes d'une classe, autrement dit un invariant 
sous sa forme essentielle, à des fonctions connues. C'est ce que 
nous avons fait au paragraphe précédent en exprimant 



-»-6 /n/n-c /i ')it-»-l(m<r-»-»T)TC/ 



par les fonctions 3. 

J'emprunte enfin à Kronecker un exemple plus étendu mais fort 
intéressant par lui-même et mettant très bien en lumière les con- 
sidérations générales qui précèdent. 

Il faut d'abord introduire la nouvelle fonction elliptique El dé- 
finie par 

<*> -«->-!£H=jt'>. 

d'où, en introduisant les notations de Jacobi ( 2 ), 

EI(Ç,w) 



— =sn(4ïK,x), 
} El(4,u 

(6) 



E1 (H 



[ v^ = ElQ,u>), aK = 7târî (o,2u>), 



iK' 

2U>= — 



(«) Kronecker, Sitzungsberichte, p. 713; 1886. 

(• ) Voir, par exemple, l'ouvrage de M. Weber, Elliptische Functionen und 
algebraische Zahlen, §§ 18, 37. 
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Ainsi Ton aura pour El les relations fondamentales 

(7) El(ç- + -I,co)=-EI(Ç,a», El(^^o>) = ER J_ y , 

(8) El(C-hm + /iw) = El(C f u))(i). 

Pour obtenir la formule de transformation de El, partons de ( a ) 

,_. & tj«>>0 _ .Mr-i-? Sii(C,to) 

W Soi(Ç\u/) 3roi(î,o>) 

OÙ 



a 



P<i>' ^ a-+-P(o : 



(u) a§ — Pt = i » Y — o(mod2). 

Cela posé, considérons une transformation quelconque où le 
nouveau rapport des périodes co' soit lié à l'ancien co par 

a -H pw r ' 



Si p est pair, p = 2 (5', posons y' = 2 y; on aura 
a H- p .2to r ' 



Soit alors 



<= aÇ 



P'.aco' 
la formule (9) donnera 

ar H (aÇ,a«') a-*-r-i-^ Sr tl ( a ;, at0 ) 
&„«,»»»') &,,(»!:, au))' 

c'est-à-dire, en remettant (5, y au lieu de jî', y'» 

< Iâ) E, (^' a-^fe)= l '^ Y - YÎ - ,E, ( !: ' t0) Y-o(mod a) 

(') Si E1(Ç, u) = El(w, w), on a, d'après (6), 

sn(4ÇK, 2to) = sn(4"K, 2o>), 
donc (Halphen, t. I, p. 48) 

Î4mK-t- kmK -4-a/i.2iK', l u + m -+-/t<»>, 

— 4«K +(/j/n + a) K -4-2/1. aiK', ( {-« + m + /iu. 

(*) Voir H. VVeber, Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, §34. 
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OU 

(13) El [(5 — pw') Ç, a/] = iô+»Y-Y&-i E1(Ç, o>). 

Revenons maintenant aux notations (2) et supposons une équi- 
valence complète, c'est-à-dire a'= [3 = o (mod 2). 
Si dans l'équation (12) on remplace 

to, a, p, y, 8 
respectivement par 

a' s o (mod 2); a$'— pa' = 1, 
elle devient 



El 
ou 



( F fe;- : fe£)-'~""" , "(<-?) 
»(,=k.*)-*"--»(0> 

d'où, pour 2^ = <i + Tti) l , 

\a a r 22/ \2 a/ 

ou, d'après (7), (8), 

(.4) i-iy*n(ï±£a±, ^)=^' +a - a -'Ei(^±p, ty, 

(,5) Kl* («Y*' ^) = El>( g ' + a T,tu S^). 

Donc El 4 ( 9 — j est un invariant de l'équivalence com- 
plète 

(<j, t, a , 6 , c )co(<j', t', a' > b' Q , c' ), 

où nous supposerons désormais que les éléments sont réels (et 
toujours 4«oC — b 2 = 4d c' — 6' 2 = i). 

Il est facile de donnera cet invariant la forme essentielle, c'est- 
à-dire de le représenter comme fonction symétrique de tous les 
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systèmes d'une classe. On a trouvé en effet [§ 23 (8)] 

V, n 

(/i = o, ±i, ±2, ±3, ...; v = d=i, ±3, ±5, ...). 
D'ailleurs 

et, d'après la formule (7) du § 23, 

m, n 

(m, 71 = 0, ±1, ±2, ±3, ...); 
on obtient donc par division 



(l8) / v./i — 6q-4- g 



V. w 

y ( l\m{n-l) e -nf(m f n)-h*(ma+nT)ni 

m, n 

(m, n=o, =ti, ±2, ±3, ...; v==hi, rfc 3, ±5, ...)• 

On aurait le développement de El ( - — ~> — j en changeant b 
en — 6 . Récrivons cette formule en modifiant un peu les notations 



(19) 



r y"'y\iiiH.iH^ 



r=-« *.= — « 



m — — «0 /» = — 99 
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et montrons qu'un terme quelconque de chaque série se change 
en un autre quand on remplace un système (<x, t, a , b , c ) par 
un autre équivalent («r 7 , t 7 , a' , b' 0% c' ). Si l'on pose, en effet, 

<xm -h ^/i = m', a' m -+- [i'/i = ti', 

les conditions (2) donneront 

a' fr-t--j -*-b' (r-h - )s-hc' s* — a ( r'-h- J -+• b (r*-h -)*'-+- Co*' f > 

( r ■*" 2) *'" 4 " **' = ( r '* D (<T_h "'*"*" 5(T "*" ^' 

aa' 

a' /n*-f- 6' /n/i -+- c' n* = a /ra'* -+- 6 /n'/i'-+- c /i l , 
ma' -h nv'= m(a-t-a*)-i- n(x -h £*), 

( l)m(/i-l) — ; ( i)/n'(/i'-l) # 

Donc, lorsque dans (19) on remplace <x, t, tf > 6 , c par ff 7 , t, 

a' , 6' , c^, chaque terme (r, 5) ou (m, /i) est remplacé par un 

autre (r 7 , s') ou (m', /i'), et le numérateur est multiplié par 

aoc 
(_ ,)a* t '-T +«-«'-^ d?où réquation ( f 4^ 

Si, au dénominateur de (19), on remplace e 2 ™' (m<r4 * ,lT) par 
cos2it(/n<j -+• ti t) -h 1 sin27c(/n<j -h /ix), 
les sinus se détruisent, et il reste 

/»=-+-* n=-f-o» 

V 51 (— l)'»til-l)e-«(«o«» , -^«'»»+<.«^ COS2ir(m<7 H- Tix) 

m = — 40 n= — « 

= E (<j, t, a , feo» c )= E (<r, t). 
Si de même, au numérateur, on fait 

c Ujr+i) a+%sT]ni = cos[(2TH-i)ff h- 25x]ir-f- t sin [(ar -h 1) <r-+- 25x]ir, 

les termes (2r H- 1, s) et ( — ir — 1 , — s) réunis donnent, pour 
s pair 

s 

2(— i)Ê sin[(îir-+-i)<r -H 25x]lT, 



pour 5 impair 



5-1 

2(— 1) * 1 sinf(2/*-h l) <T -H 2SX]TC. 
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et, comme ces deux expressions ne changent pas quand on remplace 
simultanément r par — r — i, s par — 5, on peut écrire le nu- 
mérateur considéré 

en posant 

Ei(d, t)= Ei(<j, t, a ,6 , c ) 

= >(— l) * tf ^ 4 7 Sin ( fJL<T -f- 4 /i T ) 7T, 

E 2 (ff, x)= Ej(a, x, a , 6 , c ) 

V/ V^T -«(«•£ +6 »*T + * vi ) • / \ 

= > ( — 1) 2 e \ ♦ * / sin(pa -h 2vt)7t 

(ji, v = ±i t ±3, ±5, ..., h = o, ±i, ±2, ±3, ...)• 



Ainsi 



a + TWi w t \ Ei(<j, t) . Ej(<j, t) — b -h i 
— ~ - 1 - ' - - w t = 



/ F| / a-4-TOt wi\ Ei (g» t) .B 8 (<r, t) 
l V 2 ' a / Eo(cr,x) "^ E (a, t) 

( ^< •> E.(l..) «.(!,.) 

en posant 

E (-> 0)= 5j(~" i) mn e-'K {a o m% + b o mn + c * n *\ 

m, n 

E, G' o)=2(-.)-r"("T***' i - + »'- , ) i 

|i.v 
(/n, /i = o, ±1, ±2, ±3, ...; |Jt, v=±i, ±3, ±5, ...)• 

Pour j=-,T = oon obtient 
2 

2 2 r 



et 

El 



tt±ï< 9 <\ = El f- -h - + M + Ê^i; ïîiV 
\ « 2 / v.j 2 4 "^ 2 ; 2 /' 
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or, comme d'après (7), (8) fo> étant remplacé par — ] 
on conclut, (î étant pair, que 

('=i^'-!*r) 



et (14) devient 



a' aa' 



«,., .(J.i)_ ( _„T,T B (l, î ). 

Donc ElM -, — -^ j est un invariant des classes de systèmes 

{ a o-> b' Q i c ) qui sont complètement équivalentes à (a , 6 , c ), les 
conditions d'équivalence complète étant 

a' Q = a a 2 -+- 6 aa'-h c a' 1 , 

6' = aa ap -+- 6o(«P'-+- P*')+ ac a'p', 

«P'— fia'=i, a'= p = o(mod2), donc <x== p'~ i(mod2). 
Inversement l'invariant 

\4 4^0 / \ 2C / 

est caractéristique de l'équivalence en question, c'est-à-dire que 
l'égalité 

entraîne l'équivalence complète 

(«o> 6 , c )c/>(a' , 6' , c' ), 
ou que l'égalité 

\ ac„ 2C' / 



186 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE VII. 

entraîne la relation 

I__ a H- (W — a'+ow 

a'== p = o(modî); 
[de ( 22) on déduit comme au § 8 que la forme 

(a a'-+-ôoa3c'-^c a'*, 2a aP + £o(ap'-l-a'P)-t-acoa'P'> ttoP^ôoPP'+CoP'*) 
a pour racines 

H*Lti'= w ' et -V' 

2 ci îc 

et par conséquent qu'elle est identique à (a' , 6' , c' ) puisque les 
discriminants sont égaux]. 

On trouvera de la relation (22) une preuve plus simple que 
celle de Kronecker (') dans l'Ouvrage de M. Weber, Elliptische 
Functionen und algebraischen Zahlen, § 47. J'ajouterai seule- 
ment avec Kronecker la remarque suivante : a' étant pair, on a ici, 
d'après (21), 

\4 2C / V4 2ci / 

Donc la relation 

\4 ac / \4 *c<> / 

est caractéristique de l'équivalence 

(a, &«>, c )co(ai, 6' , c' ), 
définie par 

(aj = a a*-h ô ««'-+- c a' 2 , 
6 / =2a ap-4-6o(ap'^a'p)-t-2c a , p', 
* c;=aoP*-h6oPP'-hCo^, 



P=(mod%), a'==o(mod4). 
J'appellerai, pour abréger, cette équivalence plus que complète. 



(*) Voir Kronecker, Sitzungsberichte, p. 112; 1890, p. 752-758; 1886. — Fuchs, 
Sur quelques propriétés des intégrales des équations différentielles aux- 
quelles satisfont les modules de périodicité des intégrales elliptiques des deux 
premières espèces {Journal de C relie, t. 83). 
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Supposons maintenant qu'entre les deux systèmes de grandeurs 

réelles 

ff, t, cto, b 0i Coï <Ti, xi, a' , b' , c' 

existent les deux relations 

i -G.;)—(r7)- 

D'après (a4) il existe une équivalence 
(25) («o, *o,c )^(a' ,6i,ci), u>' = __ g J^_ g, 

plus que complète, et, par conséquent, si l'on définit o-', x 7 par 
</= ad-H a't-i-a*, x' = P<n- p't -h p*, a'=so(mod4), (3s=o(mod2), 
on aura, d'après (i4)> 

ei»(l±ïî, -) = ei« ( g ' + / t0 ' > £). 

Donc (a4) donne 

El( g ' + a T ""'> 7) =±El(?i±^-', £), 



et, par conséquent, 

. gl-4-T t CO' , ., ,, 

: -H wi -h /i (*> , 

(m', n' entiers) 



i 1 __ «Ji-^tjw', 

(5-*- 2" 



-h m 4- n w , 
\ 2 2 

ou 



<j'-hT'a>'= e((Ti-+- -^w') 4- m -+- nw', 
s = ±i, /n= (mod2), n == o (mod2), 



d'où, en séparant le réel de l'imaginaire, 

et 

<j, = e«<j-+- ea'x -h a'n- m, x'= e^a -+- 3P'x -+- fT-f- n. 
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permettent d'écrire celles de l'hypothèse sous la forme 

Elles coïncident alofs avec (24) où Ton aurait changé u>, 0- en 
w 4- 2, o- — 2t; on a donc, d'après (25) et (26), les relations (27) 
où a, = 2 (mod4). 

Ainsi les relations (27) caractérisent une équivalence 

(<r, x, a , 6 , c ) 00 (ffi, xi, ai, 6J,, cj) 

simplement complète. 

On trouve, comme précédemment, que les quatre invariants 
caractéristiques réels sont 

[ EÎ (;,o)-E|(l,o)] , -4Eî(l,o)El(l > o) 
Ej(l,o) 

e <H e ^°)NH- E| (H] 

[Eî((T,t)-Ei(<r,-c)][Ejg, o)-Eî(i, o)] - 4E,(», t)E,(«,t) E,(i, o)e,(I, o) 
[Eî(<r,T)-EÎ(cr,t)] E,(i, o)E,(i, o) + [Eî(i, o) - E?(I, o)]E,( { r,t)E,(<T I T) 

En revenant aux notations de Jacobi (6), on voit que le système 
des quatre invariants caractéristiques d'une classe de systèmes 
(<x, t, a , 6oj c q ) complètement équivalents, se compose des 
parties réelles et imaginaires des deux grandeurs complexes 

x*, sn 1 (2<rK-h2TtK', x), 



§ 27. LEMME8. 191 

en supposant x, K, K' définis comme fonctions de a > ^o, c par 

■■•(î'--if> 

§ 27. Lemmes. 
1 . Si, comme au § 14, dans la définition 
T(a)=/ x a - l e-*dx, 

qui a un sens lorsque la partie réelle de a est >> o, on pose 
x = hy, il vient 

T(a)= f h*y*-ie- h rdy> 
Ainsi (§ 14, A) 

- r(r + P )J y9 T^Pi 
Or la quantité 



i t y — i-f- «-y 1.2 r.2.3 



i— e-r ^ ^— ye-y ,y 8 

•^ 1.2 



(•) Cela résulte de la formate de transformation &*(<>, — )=(v^— lc,) )2r<H>( > w )> 
qui sera rappelée au § 30, et qui peut s'écrire ici 
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permettent d'écrire celles de l'hypothèse sous la forme 

-ti- 5 ^)— G-t)- 

2 a J ~ \ a 7/ 



El* 



Elles coïncident alors avec (24) où l'on aurait changé w ? <r en 
g) + 2, o- — 2t; on a donc, d'après (25) et (26), les relations (27) 
où 01', = 2 (mod4). 

Ainsi les relations (27) caractérisent une équivalence 

(<r, x, a , e%, c ) 00 (*i, t,, ai, 6J,, c' ) 

simplement complète. 

On trouve, comme précédemment, que les quatre invariants 
caractéristiques réels sont 

[E î (i,o)-E}(: > o)] , -4E î (i > o)E î (l,o) 

E *(H 

e <H e ^#KH- eî (H] 

E*(i,o) 
[Ef(»,T)-El(.,T)][E|(i, o)-E|(l, o)] -4E,(<r,T)E,(<r, T )E 1 (i, o)e,^,o) 

NJ- •)*•'(;■•)]■ 

[Eî(.,T)-EI(<i,*)]E,(i, o)E t (i,o) + [Eï(l, o)-Eî(i,o)]E 1 (<r,t)E 1 (<r I T) 

En revenant aux notations de Jacobi (6), on voit que le système 
des quatre invariants caractéristiques d'une classe de systèmes 
(o-, t, <2 î £<b c o) complètement équivalents, se compose rfes 
parties réelles et imaginaires des deux grandeurs complexes 

x», sn*(a<iK-+- axiK', x), 
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en supposant x, K, K' définis comme fonctions de a , b , c par 

\4 4c / 

§ 27. Lemmes. 
1 . Si, comme au § 14, dans, la définition 

qui a un sens lorsque la partie réelle de a est >> o, on pose 
x = hy, il vient 

T(a)= f h a y a ~ l e~ h r dy, 
Ainsi (§ 14, 4) 

I.«o 1.» I,a 

1 /•" e-ïdr 

~r(n-p)J, 7P i^-"F7 

= rôiT)p Pe - y (T^-7)^ + r 
Or la quantité 

1 1 y — 1 -h e-r __ ! • 2 r . 2 . 3 



i-e-r r y—ye-r y*_ 

7 1.2 



(•) Cela résulte de la formule de transformation Sr^fo, — )=(v^ — * w )^oo(°) w )» 
qui sera rappelée au § 30, et qui peut s'écrire ici 
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reste finie pour y = o. Donc l'accroissement 

f (y^-y?)e->'(-z~ y -j) d y <p>-0 

peut être rendu aussi petit qu'on veut. L'intégrale 
étant par conséquent fonction continue de p, on aura 



Donc 

h 



P=o\ p 



!!?. ?-2*k = r '<"> 



i,« 



2. Désignons par V une sommation qui s'effectue par rapport 

m, n 

à un indice, puis par rapport à l'autre, l'ordre des deux somma- 
lions partielles étant indifférent et m, n prenant les valeurs 

m, n = o, ±i, ±2, ...,±ao, sauf m = n = o. 

Soient o-, t des quantités réelles ou complexes qui ne sont ni 
nulles ni entières. Posons 

f(Xyy) = a Q x*-h b xy -h c y*, f'{x y y) = c Q x*— b xy -h a^y* 
(4aoc — bl= i), 



^0 e t(ma+nT)itl 



= S. 



(') On a 

r( 



T(a) Jo \* i-W 
(voir le Cours de M. Hermite, quatrième édition, p. ia8). 
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On verra au paragraphe suivant que S converge pour p = o. La 
même transformation que tout à l'heure donne 

m, n 

= r(i^rô~)2( / x * u ' n * dx ~ Jr I *VUmndx\ (a>o), 

m, n 

ou, puisque la série \* / x9u mn dx converge (et cela, même 

m, n 

pour p = o), 

S= ru !. p) (]S J rtUmndx-t-^ I X?U mn dx\ 
\tn, n m, n J 

= ~ I / ( — i-+- — <? * ' ) #P dx -h 7; / x?v mn dx I 

T{i + ?) \J \ * ) ** J J 

^ Y(i+ 9 ) ^ï f X?Umndx 18 «3 ("9)1- 

m, n 

La partie réelle de 

/'(<J-+-/?l, T-h/l) = /'(*, X) -h Wi'lCoï — 6 T) 

-h «(2a fl x-/ioJ)+/'(/?i, /i) 

restant positive (§ 14, 1) pour />?, /? assez grands, la série 
2 xPVmn convergera uniformément dans l'intervalle (o, «), si a 

rn, n 

est assez petit. On aura donc 

"*" / ^ xpu mn dx j. 

/n, « 1 

On voit directement, comme au § 14, que les deux intégrales 
sont continues en p pour p ?o. Il en est donc de même de S, et, 
puisque les deux fonctions qui figurent sous les deux derniers 

S. i3 
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que nous désignerons avec M. Wcber par */; (o>), en sorte que Ton a 



' T/- M o))J(£, tu) 

Ir 1 r I î œ — 

1 = L^c^r ) J ,&(; ' W) ^^' 6 sinj;7rJ|[.-eî^-e^/J 



et, d'après ce qui précède, 

1 

(1) 

(E = -Hl,-i; /« =- I f 2, 3, ...); 

Ç est ici arbitraire, wt a sa partie réelle négative. Soient t, t 
deux grandeurs complexes quelconques; co<, co 2 des grandeurs 
complexes telles que <*></, co 2 * aient des parties réelles négatives. 
Posons 

. ., , &( T -h TtOi, (1)1 )3"( 7 — TtDi,(U t ) 

r,(o),)r,(o> 2 ) v " 

en remplaçant dans (1) sinÇir par - -. — (1 - - e 2Çlïl ) et en faisant 
passer le second facteur sons le signe II, on aura 

0)1t i _ y 

ie •" * TT[i-ci(«»+*pitf] 

;/,£ 

(e =-t- 1, n — o, 1, '2, 3, . . .; e = — 1, n = 1, 2, 3, . . .) 



? — i/> 6 I 

;/,£ 



d'où 

g^_+l "i«»>i> = // , ^- , * +T "»»" / TTr I _ c t(i,« t ^ Wl+ *a)iin 
V w i) H L J 

w.e 

(s- + i,/i=:o,i,ï j 3, ...; e =— 1, n = 1, 2, 3, . . .), 



( J ) On en déduit, en posant, comme précédemment, Kl (- Ç, -wj = 5^— " - » 

\ -* 'a/ \ 2 'a/ " A(cr, x -r- 1, w~, wj 
(voir Sitzungsberichte, p. 5.3; 1889). 
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et, puisque 3 est impaire, 



(S=~HI, 

donc, en faisant le produit 





r t ( cjj ) 






I 


0> 8 1ïl" 

- -— -|TCi> 4 - 

e 6 




__ gî(«W a -K£TU> l -Sa>7C/l; 


O, 1 


,2,3, ...; 


£ = — I, 


n = i t 2 y 3, ...); 



| A(<J, 7, Wf, U) 2 ) = tf 1tl '- T * T + 6^ Wl " , " a) * , I |[,->gî[/ia) a -»-CTW«~(-l)*E0r]7t/J; 

I oc.e. « 

1 s = -+- 1, a = o, i, 2, 3, . . .; e= — i , n = i, 2, 3, . . .; 

( 2 ) / a = î , a ; 

logA(<r, t, u>|,cu s ) 

= (t 2 — T-+- i J(w, -f-u>j)ict-+- V l g(i — ««'«««-•-«Wa-C-i^efflir/. 

a. E, n 

Le but des développements suivants est d'arriver à la formule 
(7) qui fournit le développement de logA en série double de Fou- 
rier par rapport aux variables <t, t; logA admet la période 1 pour 
o-, mais n'est pas périodique en i; la période artificielle qui sera 
introduite pour 7 est 1, et de là naîtra a priori la condition que 
t soit réel et compris entre o et r (§ 1). La méthode directe 
conduirait à des intégrations difficiles; la méthode que nous allons 
employer est indirecte, et fournira précisément ainsi le résultat 
de ces intégrations. 

Assujettissons ?, ? à la condition que la partie réelle de 
[ n o) a -h eTco a — ( — 1 )*£?]/ soit négative pour les deux valeurs 
s = -h i , s — — 1 . On pourra" alors écrire 

|og[l e 2[/IW tt -»-£Ta) a -(~l)*e<Tl/] — V -1 ^«llrttoa-l-ETWtt-t-D'effllï/ 

m 

{m = 1,2,3, ...) 

en prenant pour le logarithme du premier membre la valeur dont 
le module est le plus petit. Comme pour e =4- 1, la valeur mi- 
nima de n est o, et que, pour e = — 1, elle est i, les conditions 
imposées à <r, t sont que les quatre grandeurs 

(iW|-f- a)/, n>|« — (twj + j)/, (tw 2 - j)/, to 2 *' — (7to 2 — <t)i" 
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que nous désignerons avec M. Weber par y, (o>), en sorte que Ton a 

2r'(o, (oj — ^*înr) 3 (to), 

et, d'après ce qui précède, 

[ il Cl> — 

(e = 4-i,— i; /i = i, a, 3, . ..); 

Ç est ici arbitraire, tùi a sa partie réelle négative. Soient a-, t 
deux grandeurs complexes quelconques; to,, w 2 des grandeurs 
complexes telles que a), i, o> 2 * aient des parties réelles négatives. 
Posons 

en remplaçant dans (i) sinÇî: par — : - — (i e 21 *™') et en faisant 
passer le second facteur sons le signe II, on aura 

H, S 

(e =h- i, « = o, i, '2, 3, . . .; e= — i,n = i,a, 3, ...) 



S?fa -h 10)1, 0)| ) . — '— — («7-+-TW,)7t/ 
= ^ 6 



■ I Tj g2{«w,-«-eTu),-+-e<T)iw'] 



/i.e 
(s = -f- 1, /i = o, i, *2, 3, . . .; s = — i, /i = i, 2, 3, . . .), 



(') On en déduit, en posant, comme précédemment, El ( - Ç, -w) = ^-liLpl. 6 ??, 

EJ /a_j-T0) s to,\ E1 / g — tm^ w \ _ A (c, t. m,,<,),) 
\ a ' 2 / \ 2 '' 2'J A(7,T-r;, Wi ,wj 



(voir Sitzungsberichte, p. 53; 1889). 
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et, puisque £f est impaire, 



*i(w 2 ) r ( (w,| 



= - e 6 



/i,5 

(s = -+- 1, n = 0, i,2,3, ...; s = — i,/i = 1,2, 3, ...); 
donc, en faisant le produit 

| A(tX, T, tu,, W 2 ) = e 1l/ ( Tf - T - , -6/ ,Ù), " , " W * , rT[ I _ < j!lflW 0t +£t»,-!-l!«Efflll/j ; 

I a.e. n 

f g = 4-i,n = o,i,2,3,...; e= — i , n = 1, a, 3, . . . ; 

( 2 ) / a = i , 2 ; 

logA(7, ?, Crif, Ci> t ) 

= (** — '-+- f)( w i -*- w s )ir« -f- V log(l — «*l«w«+eT« ft -(-UHfflK/. 

a.e, n 

Le but des développements suivants est d'arriver à la formule 
(7) qui fournit le développement de logA en série double de Fou- 
rier par rapport aux variables <t, t; logA admet la période 1 pour 
o-, mais n'est pas périodique en t; la période artificielle qui sera 
introduite pour t est 1, et de là naîtra a priori la condition que 
t soit réel et compris entre o et r (§ 1). La méthode directe 
conduirait à des intégrations difficiles; la méthode que nous allons 
employer est indirecte, et fournira précisément ainsi le résultat 
de ces intégrations. 

Assujettissons ?, ; à la condition que la partie réelle de 
[ n o> a H- eT(*) a — ( — i)*£?]i soit négative pour les deux valeurs 
s = -+- 1 , e = — 1 . On pourra" alors écrire 

]()S[l e2[/ia> a -H£Tto a -(— l)*Efflf| — V ._ e*mlntûï+eTtû*-l-l)*ta\Tli 

m 
(«I = 1,2,3, ...) 

en prenant pour le logarithme du premier membre la valeur dont 
le module est le plus petit. Comme pour e = -|- 1, la valeur mi- 
nima de n est o, et que, pour e — — 1 , elle est 1 , les conditions 
imposées au,: sont que les quatre grandeurs 
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aient leurs parties réelles négatives. Ajoutons maintenant la con- 
dition que t soit réel eto^T^i ; on aura [§ 1, (8)] 

» » V * 2 ' ,T1tl a- -4- -4- « 
x* — x -f- - = — - X--,-» « ==ti,±a, ±3 

/i 

Ainsi 

logA(?, x,to,,w 2 ) 

l = ^i+^ y g^y __ Hm |im y ±gj,,,[«u, a + $ T« a -(-l)«eaIiii, 
/ q \ , "t a.s.w./t 

m — i, -2, ... /i ; 

( n — zh i , zh •>., =h 3, ... ; a = i , -2 ; /w = 1 , a, . . . , A ; 
E"+i,«-o, î , 2, . . . , A' ; î = — i , /i — i , -2, . . . , A ) 

Tordre des signes limite étant imposé par ce qui précède. En 
sommant par rapport à n dans la seconde partie du second 
membre, on obtient d'abord, pour s = +i,n = o, i , 2, . . . , Ar — 1 
(il importe peu que la limite supérieure soit k ou A" -- 1 , puisqu'on 
fait tendre A* vers oc), 

n-k — \ 

> e îtlMtû a 1U' — . _'__._. 

»=o 

puis, pour s — — 1 , n -— 1 , 2, . . . , A", 

V| glX'/Mfl> a 1C/ I g3<//IU) a « 
e tii/no3 a TZi -— £2m(i> A ft/ _ ..__.-- - . 

<- ^ | c i/«w a ix* ç-i'wa> a 7c< | 

n = 1 

Ainsi, la seconde partie du second membre de (3) devient 

^-j £Î/;j£lTto a 1 U*<rlici 1 . . giknna^TZf 
(A) — lim lim > - S 

a,e,m 

En prenant les deux valeurs de s, on voit que le facteur qui 
multiplie — e 2*«w a iri dans le terme général est 

ou, en multipliant haut et bas la seconde fraction par e 2 " 1 "* 71 ', 

^îmfTWa-f — U a (7l7W _}_ c îmlta a — Ttt ct -M-lJ*<Jlltf 
//MI — c*'«W«1W j 
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Grâce aux conditions que les parties réelles de 

c*> a «, [xto a — ( — i) a <r]«, [w a — TU> a H- (— i)*<j]i 

soient négatives, le produit de cette expression par e 2km(a *™ tend 
vers o quand m tend vers oo et, par conséquent, la somme des 
expressions semblables correspondant aux valeurs m = i, 2, 3, ... 
est finie et, on le voit, uniformément convergente. Comme d'ail- 
leurs e 2 *" 110 » 1 " tend vers o quand A* croit indéfiniment, (4) se 
réduit à 

— lim > j— . 

A = , idem 1 — e»8Mw a 7tf 
a.e.m 

En supprimant e, on aura à sommer pour //1 = r±: 1 , ±2, 

±3, . . ., ±00; donc 

1 logA(s, T, W,, 0>j) 

< 5 ) \ = ~^t 2d~iï~ï H™«2dm i-e*»«o«™ 

f (/i =±:i,d:2, ±3, ...;a = i,a;m=±i,±a f ±3, ...,±A). 

Or on a déjà observé [§ 1, (9)] le développement 

= . lim y 

1 — gt m tort iTzik = » j*4 n — //tu 

n 

(n — o, dt i, ± 2, . . ., rh A", x réel et o<x<i). 
Donc 

I £l/fflTC0 K — (-D*alic/ ^^ c I-(-iJ a Jwi<j-*-înTliti 

mw a ) 



iiziy — . — . — = lim > 



OC, m 0L.m,n 

(a = 1,2; m=±i,db'2,±3, ...,rt: A; » = o, ±1, ± a, ±3, ..., ± A), 

et le second membre devient, en changeant le signe de m pour 
cl= 2, 

lim V [— ! I ] e t(m<j+m)ni 

A - «e -« l_ /w ( n — m u>! ) m ( /i -h m u>j ) J 



ou 



— (tu, -f- w,) lim V — p 



£Î(W<T4-«T)lW* 



W,/l 

(/n=dbi,d=2, ...,rh A; n = o, ± 1, ± a, . . .. ± A)". 
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Posons, pour simplifier, 

(6) =a i, = ©<>', = r i, 

Wi + u>i u>i -h coj o>i -+- o)j 

en sorte que w t , — co 2 sont les deux racines de 

a -+- b to -h c to* = o ; 
on aura 

— l'un > — - -. = - lim lim > - ; 

a, //» m, n 

(/?? ==bi, ±: 2, . . ., rfc h; n = o, d= i, ± i f . . ., ±z k)', 
d'ailleurs 

•lit ;£d /ij " 2it*^« ^hI c w* 

(/? =±i,zh2,...,±3c; n =±i,dha, ...,±A:); 

donc (5) se transforme en l'égalité importante 

\ logA(ff, x, toi, toj) = - - lim lim > z 

w / J m, n 

\ (/n = o, ±i, ±2, ..., ± A; n =o, ± i, ±2,... -+- k\ sauf m = n = 0). 

Les grandeurs o> ( , w, sont complexes et telles que co 4 i, o) 2 « aient 
leurs parties réelles négatives; les grandeurs a , b 0y c sont telles 
que les deux racines de 

ao + 6flW + Co(i» ! = o 

soient w,, — g> 2 , avec la condition ressortant de (6) 

4«oc — bl = 1 ; 

enfin o-, ? sont assujettis aux conditions suivantes : 

x est réel et o < x < 1, 
et, en posant 

S=3 , o_!_j'/ ? toi = tof -h to', /, toj=to5-t-tojf, 

on doit avoir 

j' — <j' 

— x < — r < 1 — t, — x < — p- < 1 — x ; 
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cela résulte de ce que les quantités 

CD! '• ^l *» ( T COi -+- (S) I, 
b>|l — (TO)i -+- <J)I, (TtOj — ff)l, U>jl — (TOJj — <J)l' 

doivent avoir leurs parties réelles négatives, c'est-à-dire 
<oJ > o, coj > o, j'+:wi>o, 

W',(l — T) — ff'>0, — <l'-+- T <*>i> O, Ci)',(l — t) -+- <r'> o, 

d'où, puisque u>' ( , o^ sont positifs, 






u> 



La formule (7) étant un développement en série de Fourier, on 
peut intervertir Tordre des sommations pourvu que Ton somme 
toujours par rapport à un indice d'abord, puis par rapport à 
l'autre. Ainsi 



glli/'ma-t-siT) 

mn -t- c° n* 



1 m n 

(8) « — 1 y ^1 eMima+nx) 

•1 r £d j£d a m* -h b mn -t- c /i* 

n m 

(m, /i = o t rt 1, ± 2, . . ., ±00, sauf m = n = o). 

On verra tout à l'heure que le premier membre comme le 
second reste inaltéré quand 9, t varient de nombres entiers; les 
conditions imposées à t se réduisent donc à celle que 7 ne soit 
pas un entier, et il ne reste pour <r que celles imposées à la partie 
imaginaire, lesquelles sont toujours vérifiées si t est réel. 

Pour t = t = o, les deux membres de (8) deviennent infinis. 

Étudions maintenant l'invariance de la fonction A. Rappelons 
d'abord la définition 

[2r*(o, Wi)2r'(o, io,)J* 
et les relations connues 

2r<ç, w) ^_2r(-ç, u>) = --&(; -m, a», 

— 3r(Ç, to) - c^w+Cii/acÇH-co, tu) = e f w-2^/2r(; — u), u>); 
on en conclut 

(9) A(î,T, b)|, Cû 2 ) - A(* -h I, T, Wi, toj) = A( J, T -h I, U>i, Wj). 
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De même l'équation de transformation 

&(Ç, a,-+-i) = ^&(Ç f «)(«> 
donne 

(10) A(<J, T, (!>!, O),) = A((J-f- T, X, U>i — I, (i)j-h I). 

Enfin la seconde équation fondamentale de transformation 
afa -j 1 -) =— i( v / ir ^>)^ iwn/ ^(^, u>) 
et sa conséquence 

donnent 

(11) A(<T, T, O),, U)j) = A( — T, <J, — -, — - ). 

La relation (9) montre que A reste inaltérée quand a, t varient 
de nombres entiers. Les relations (10) et (11) montrent que A 
reste inaltérée par les substitutions élémentaires 



/ <J, T, U>i, tUj \ / <T, T, 

Vff-f-X, T, C0|— I, Wj+I/' ( _ ^ 

Or on a vu que toute substitution 



I I 



a' -h a - 



où a, a', (3, fi' sont entiers et afi' — jîa'= i peut être composée des 
deux substitutions élémentaires 



( * ) Voir, par exemple, Elliptische Functionen und algebraische Zahlen de 
M. Weber, § 26. Les formules générales seront rappelées au § 30. 
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Imaginons alors une substitution quelconque r, ^ j =S dé- 
composée en substitutions C et B 

S = C>Bt*C*'Bn'..., 

et appliquons successivement toutes les substitutions compo- 
santes à -, en appliquant chaque fois la même substitution à o> ( , 

o>2 si c'est une substitution B, et, si c'est une substitution C, la 
substitution C à to* et la substitution 

/ i o \ 

1 ) = (wi,a)i — i) = C-« 

à eu,, en sorte que, si la substitution résultante est 

Sr-_CXB^CVB^... = ( V * ) 
pour- et o) 2 , elle sera 

S' = c-vbi*c:-*'bi*\.. 

pour w,. Je dis que Ton aura toujours 

Il suffit de prouver que, si cela est vrai pour S, S', ce sera encore 
vrai pour SC X , S'C~ X . Or on a 

■*-c :x; :)-(ï:s :> 

><»-■(-'< -!)(-; :)-(_ï:S -'.)■ 

ce qui rend l'assertion évidente. On aura donc 

/ A(7, T, 0),, U)*) 

(l2) \ K { . » o o, c" a'-f-aw, a'-+-ato s \ 

a, a, a", jî, (3', |3" étant des entiers assujettis à la seule condition 

«P'- ?«'--=!. 
Si l'on introduit au lieu de co,, to 2 les grandeurs a n , b 0y r ft pour 
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lesquelles 

— b -h i b -h i , . , 

(!>!== — • , w 2 = — , 4 a c — J = i , 

la relation (12) pourra s'écrire 

A(ff, t, toi, wi) = A ff, x, -— , - - - ) 

\ *c k / 

avec les conditions 

|<j' = aw-f- a'x -f- a", x' = [te -h P't -4- (3", a^'— pa'=i, 
aj = ûr a* -+- 6 aa'-+- c a' 2 . 
b' = 2a a? -h £<>(*?' +- £«') -h 2C a'p', 

où a, a', a", J3, [3', (3" sont entiers. En d'autres termes, on a 

(i5) A(œ, t, u>i, o>j) = A(ff", t', (Oj, u>i), 

si 

d' = aa -+- a'x H- a*, t' = j3a -h |3'x h- P", 

et si, wj, — o) 2 étant les racines de ûr fl +6 w + c w 2 =o, to\, 
— oj' 2 sont celles de a' -f- t' oj 4- c' () to 2 = o où a' , t' , c' sont les 
coefficients de la forme à K) x hl 4- b' x'y f -\- c' o y 2 , qui se déduit de 
a x 2 -{- b xy -\- c y 2 par la substitution 

x=zoLx'-h^y, y — <x'x'-h $'y\ 3$' — pa'=i, 

4 «0^0 — b\ étant égal a ! • 

Ainsi la fonction transcendante du système d'éléments a-, t,ô ,c 



. / — b -+- i b -+- 

A ( j, x, — 

\ *c 



*c ) 



est un invariant analytique de l'équivalence 

(ff, x, a , 60, c ) 00 (<j', x', «' , 6^, cj, ), 

définie par les relations (1 4) et rencontrée déjà au paragraphe pré- 
cédent. 

La question qui se présente est donc de transformer la fonc- 
tion A, de manière à mettre en évidence celte propriété invariante. 
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On a trouvé [§23, (i i), (12)] 

€ T«{»,-«0 3 >1ïf 3r(d + ÎWi,Wi)3(ï- TW|, (i>î ) 

m,» 

= 47T*(v/c ) 3 5l ( "~ ")" I, ~ I)( "" 1, /( |W » nje-«/^.« ) , 

W,/l 

/(m, n) — a Q /7i*-t- b mn -h Co/i*. 

Ces formules, valables pour toutes les valeurs de a*, t, donnent 
immédiatement, d'après la définition de A, 

A(<J, t, o>i, (o 2 ) 

1 

g- 4 -* C^^-^^S^-hTa)!, a)i)2r(ff — TCrtj, OJj) 

Sr(o, (0|j Sr (o, co,)J 

(V^O ) 



(16) 



[^"(k) (aopll+6,I,l,+c,PM) ] 

^ / i^/n— D(/i— 1)^— n/(//i f /i)+lic/(/n<r+/iT) 

Wt./I 

[V(_|)<«*-lH«-1'/( m , /i) e -1ï/</«,/i)l 
/«,/! J 

% / j ) m /î -MM-+-M f—llf (/«,«)-*- 2 1t !'(//! (J-4-/IT) 

Wl./I 

J ~~ " I 

m,n J 

également valable quels que soient o-, t. C'est la représentation 
cherchée de la fonction A comme quotient de deux invariants 
(§ 26). Cherchons maintenant une représentation semblable pour 
logA. L'équation (8) la fournit en substance; il reste seulement 
une difficulté relative à Tordre des termes qui se trouvent échangés 
les uns dans les autres, quand on remplace les éléments <r, t, a » 
^o> c o par d'autres 0*', t', a' , £ ( ' p c' , équivalents, d'après les condi- 
tions (i4)- Nous avons levé cette difficulté par avance, en prouvant, 
au paragraphe précédent, que Ton peut remplacer l'équation (8) 
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par la suivante 

(17) loff A(cr, x. wi, w 2 ) = lim > - -, ,— - > 



m. /< 



où le second membre est continu en p pour p^o. 
Posons 

<* . b c 

a, fc, c étant réels ou complexes et y/ — D ayant partout la même 
détermination arbitraire d'ailleurs, pourvu que la partie réelle de 

a _ b c . 

V /._D v'-D v — D 

soit une forme positive, ou, ce qui revient au même (§ 22), 
pourvu que les parties imaginaires des racines 



U),= 


- bo-hi 


-b 


2C 


D 

— > 


— 0>j 


= - 


2C 


i 


de 
























C -+- OU) -H 0(1)' = 









soient 


positives. 


On 


aura 


•"- 


r Ô i;„ ^ 


t^° 




e* 



gî(m<T-»-»T)«/ 



(18) / ' ' ' arc p=0 ^ (a/^+ômn + c/i'j'+P 

' (m,n = o, ±i,±î, ..., sauf 771 = /i = o), 

> indiquant que Ton doit sommer d'abord par rapport à une 

variable et ensuite par rapport à l'autre, Tordre des sommations, 
dans ces conditions, étant d'ailleurs indifférent. 

La représentation (17) ou (18) de logA(o-, t, to,, to 2 ) met en 
évidence sa propriété invariante. 

En rapprochant (16) de (17) et en observant l'identité 

/(/m, n) =/(— m, — /i), 
avec sa conséquence évidente 

^ e 2ir/\ma+/iT)y-i-p( m>/î)== , yy-i-p(,„, „) cos27c(//îff 4- nt), 
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on obtient l'égalité remarquable 



^ ( I i'm — iK/t— Dg— n/(/M,fii+lni(/n<y+/iT) 



/»./* 



(19) ' ï^(-it'»-M"-»f(m,n)er*/i'*>*>y 

1 L "»,» J 

I —Hm 2 îW/'("».'»r , ~?fosïnima-»-nT) 

| =- e e= V- 

i /?i, « =0, ±i,±2, ..., sauf m = n = o, 

<r, t étant assujettis aux conditions indiquées après (8) et 
/( /11, n ) = « /«» -h & "ira -+- <?o ** 

étant une forme à partie réelle essentiellement positive, dont le 
discriminant b\ — f\a c est égal à — i. 

On peut aussi représenter A(a, t, w,, a> 2 ) comme un produit 
de deux facteurs dont chacun a un caractère particulier d'inva- 
riance ( * ). Posons 
1 

loTr-— 1 e«*-»-™>™'3r(<j-H tu>, w) = A(cx, «c, a 0y b ,c Q ), 
l_J(o, W)J 

— 6 -h e 



2C 



4«oCo — 6* ~ Ij 



la dernière relation définissant a , quand b Q et c sont donnés. 
On aura 

A ( <j, x, ^^> — ) = A(<j, t, a , £0» c ) A(<j, — ?,«<>♦ — £<h c<>)- 

Les 3 arguments a , ^o* c étant liés par une relation, la fonc- 
tion Alpha dépend en réalité de 4 variables ou, pour mieux dire, 
de 2 paires de variables. D'après la formule (1), où Ton fait rentrer 
le sinus dans le produit, on obtient 

A(a,T,«o.6o,Co)=e[( T '- T "^ 



n.E 



(') Khonecker, Sitzungsberichte, p. 3io; 1889. La fonction A (s, t, a u , 6 , c.) 
a élé étudiée plus tard par Kroncckcr sous la forme Alr(ti, t>,fi>), m, v, w étant 
liés à j, t, «„, 6 , c g par les relations u — vv -h w, ( b L — i) v 4- ac u «' = ( voir 
Sitzungsberickte, p. 220; 1K90). 



208 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE VIII. 

puis, à laide des formules de transformation déjà employées, 

2r(ï, a> -+- 1) = e T 2r(Ç,u>), Er (ç, ^J-\ = — *(/— coi) ^ s »«'&(Çw,a.i, 

en posant 

ni 

A(cr», x»), aj, 1 », eV >\ c< ") = e 6 A(cr, t, a , £ , c >, 

A(<r«\ t«', atf\ AJ»* 1 , cj?») = c T A (a, t, a 0f ft , c ). 

De là résulte, comme pour (12), qu'on a en général 

A(s\ t', a' , 6' , c' ) = e? 6 A(ff, t,«o» ^o* c ), 

<7 r , t', aj r i' , c' ayant le même sens que dans (4) où Ton fait 
ol" = (3 f/ = o, car les deux transformations précédentes sont pour 

- comme pour co 

et Ton a vu que, toute substitution r, "j pouvant se représenter 

sous la forme 

C>.Bt*CVBf.'..., 

toute substitution ( __ , ) pourra corrélativement se repré- 

senter sous la forme 

C->BnC->'Bl*' 

h ni 

Le facteur e 6 ne pouvant par conséquent être qu'un produit 

de facteurs de la forme e* , e* sera une racine douzième de l'unité. 
Donc la douzième puissance de A est inaltérée par les transfor- 

mations (i4)> où a" = $"= o. A" est une fonction analogue aux 
fonctions y de M. Weber dont nous aurons bientôt occasion de 
parler. 
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La relation précédente exprime d'une façon élégante le lien qui 
existe entre deux fonctions 3 résultant l'une de l'autre par trans- 
formation linéaire. La fonction A satisfait à l'équation 

et Kronecker annonce que son logarithme peut se développer en 
série par le même procédé que logA(o-,7, o^, w 2 ). 

Avant de passer à la fonction A' nous exprimerons encore la 
fonction A sous une forme un peu différente. Dans l'équation 

P(ff X 0)i, d>«) = ^ ( |)m/n-/w-4-/i g— {a /M , -t-A //i«-hc //*Jir-4-2(/w(j-»-/ïT)iu' 

(m, n = o, ±i,± -2, ...), 

considérons un couple quelconque m,n\ soit t le plus grand 
commun diviseur des deux nombres pris en valeur absolue et 

m — Col, n = /*'; 
on aura, puisque t 2 = t (mod 2), 

P(<J, T,ti>l, <i>i) 



a, a', t 

où la sommation s'étend à tous les nombres positifs t et à tous 
les couples a, a' premiers entre eux. Les grandeurs 

a *'-*- 6 xa'-h c a'« et w + ï't, 

formant alors l'ensemble de toutes les grandeurs équivalentes à 
a , * dans l'équivalence précédemment considérée, on aura 

(•20) j-j=: P(œ,t,oj 1 ,U),) = I— ^ 2 6 < C ~ ° rMt " hî<I '* / > 

où la première sommation s'étend aux éléments 9, a de tous les 

systèmes équivalents (<r, t, a , , r ) et où £< = ( — i)i»+a+*'if+i B 

s. ei 
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On obtiendra de même, au lieu de 

/ = V (— ,y«-i)(«-i)( aom J + b mn -h c n î )éH« u '» , +''..'"''-'-<V' î - , w, 

la première sommation s'élendant à tous les premiers éléments 
des formes équivalentes (a , &o, c ) et s, = ( — iy aa/+a+a '^ +l . 
Ainsi 



-ii 



z t e 



-aJ l +*<jtTti 



(23) A(îF, -5,011, <«),) = ,-» — 



V Ve^o^e-^'^ 



Posons alors 

AC7, T. U)i, Wj) , 

(•24) V(*,V) = ' *' ^ ^ 

en rappelant que 

f{x,y) = a x*+boTy -4- c ^ 2 , f\x, y) = c x*—b ry -h a y<-, 

et que, par suite 

/'(Œ,T)= C (7H-TU),)(J— TWi); 

on aura 

A'(7,T.aj,,io 2 ) 



( 



(25) < (4 TC ï)3ffT«'«û,-Hrt^tf^ ST(T-I-T(Oi,(0|) 5 ( J — T0)> . tU, ) 



I 



«.^(o.-oS'O.".)! 1 "'"" '~"°' 



/'(t, t) est un invariant de l'équivalence 

(?, T, «y, &„< Cil) ^O (*', V, «'„, &' , Cy ), 

définie par les conditions (i4) où a"= p"= o, car on vérifie sans 
peine que 

= C 5 2 — i U ^ -Wl T 2 . 
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Dodc à'(<t, t, (o,, <o 2 ) est un semblable invariant et, par suite, 
la fonction 

A (0,0, 0)1,10,) = A ( 0,0, , — ) 

est un invariant en ce sens qu'elle reste inaltérée pour toutes 
les formes (a 0j b 0t c ) qui se déduisent les unes des autres par 
une transformation de déterminant i . 
De la définition (25) résulte 

/„A\ A'/ X 4** T^'C ' W l) S'(o,0>j)"P 4^1 

ou, puisque 

3r'(o,(o) = aire * TT(i — ««»'*»)», c = * — , 

XX ojj -+■ (Oj 

(27) a'(o, o, coi, o> s ) = — <?«<•• TT (1 — ««*/*», )« TT (1 _ gui/wo,)!. 

1 1 

Les formules 

<?o(«oPn + ^oPu-h c P„) = S'(o, w l )9r'(o l tu,) 
7— ^-prr(«oPn-f-^oPiî-i-CoP„)=V(— i)<«»-iK*-i> /(/it. /i e-nf <>",»> 

donnent encore, d'après (26), 

/! = « 

A'* (0,0, ail, o> 4 ) = (2tt)3 V V e„a /i î c-«o'« , i! 
(a8) ; 

= (2H) 3 V ( — l)<*-»<»-»/(#?l f /*)£-*/('",«>. 
m,n 

De (26) et de la définition de A 

A(,, t, coi, o) 2 ) = (4itî/^t-^+».W ^XM^QStg-Ty^ 

(S'(o, W i)5'(o,io 2 )]' 
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résulte la relation 



/ A(ff, x, W!,a) 2 )/A'(o, o, ci)i,co f ) 

1 = 27t(v/ — (Wl-H W*)0 e T,(w »^ w » ,/ 3((T-h TO)!, 0),)^((T — TW-, 10 2 ) 

( 29) / ^, 

= 21T^ ( i\mn+m-*-n e~ {a m t -*-b mn-*-c n*)iz-t-Hm<j+nx)'Ki 

m,n 

(m,/i = o,±i,:±2, ...) 
et comme, d'après (28), 



/A'(o, o, w,w,) 
(3o) { = 2it V(— i) ( '»- 1)( "-» î (ao'W ï H-6o//î/i-f-c /i*)e-< a o»t t ^o'««+^« , Jic I 

L. m,n J 

(m,n = o,zfc i,±2, ...), 

on obtient par (29) et (3o) pour A(<r, x, a> 4 , to 2 ), A'(o, o, co,, to 2 ) 
des définitions qui portent en elles le caractère de l'invariance. 
Celle que Ton obtient pour A(<r, t, co i? o> 2 ) ayant déjà été donnée 
avec un signe déterminé, on voit que la détermination de 
y/A'(o, o, co 4 , co 2 ) dans (29) et dans (3o) est la même. 

§ 29. La formule fondamentale de Kronecker ( 1 ). 
Il s'agit de calculer 



L m, n J 



lim 

P 



m, n = o, =fc 1 , ±: 2, . . . , sauf m = n = o, 

la partie réelle de /(m, n) étant une forme positive. 
Considérons la fonction 

[ T(p, Œ, T) 

„J =^2 7 (-^nT +,0gi,t,/ ' (ï ' T) -i2 / - , - P( ' W '' l)+ * 
\ m, n — o, ±1, zb 2, . . ., sauf m = /i = o, 



(') Kronecker, Sitzungsberichte, p. ia3; 1889. 
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et cherchons sa limite quand p, <r, u supposés réels tendent vers 
zéro, p étant positif. Nous supposerons que, dans le premier terme 
du second membre, on somme par rapport à un indice, puis par 
rapporta l'autre, en sorte que ce terme représente 

— JogA(j, x, u>,, o> 2 ). 

Partons de la formule (§ 27, 1) 

qui donne ici, d'après ce qui a été expliqué (§ 27 et § 14, 4), 

T(p, a, z) = - -+- logirflfd, x)-h — f ye-s/(/n,«)+î(«ff+«TiW^ 

m, n 
m, « 

Partageant le champ des intégrales en deux parties par la va- 
leur i et remplaçant, dans la première partie, la série (') 

m, n 

par 

LIT» 

[§ 23, (i 9 )], on obtient (§ 27) 



9.7T -^-/'(<X, T) SÎTTV^ — — /*'((X-t-m, T + n) 

H e s H > e ' 

m, n 



T(p,*,T)=i+Iog4**/'(»,t) 

P 



<fc 



° L "». " J 

-f- / V e~ zf(m,n)+ini{rn<s+n'Z) d z 

m, n 

L "»♦ n J 

— / > ,5pg-s/(/n,«) ^ . 

J t Ad aicr(i + p) 



(') Dans la seconde intégrale figure la même série où l'on a fait 9 = t = o; la 
présence du facteur -3? assure la convergence de l'intégrale pour z = o tant que 
p est > o. 



z9dz 

rTT-ï^pl 
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s'écrire 



La somme des fonctions placées sous les deux signes / peut 

l lit z J [air *Jr(n-p) 

+ zZl e ' ~ e ' J 

m, n 






et celle des fonctions placées sous les signes / 

— \^ e-zfim,n)[ gJrci(w<x-+-/iT) — |1 H ! fT(i 4- p) — £pl^ e~ z f {m * n) . 

9.Tz£d L J 27tr(n-p) L x r/ 1 JUL 

m, n wi, n 

Distinguant alors autant d'intégrales qu'il y a d'expressions 
ainsi mises en évidence, on aura 

4--'— rV-L-iw 

r (i-+-p)J \** */ 

/W f #l 

m,/i 
m.n 



Les quatre dernières intégrales ont pour limite o quand p, <x, t 
tendent eux-mêmes vers o. En effet, la formule des accroisse- 
ments finis donne, d'après une remarque de M. Darboux pour le 
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cas des expressions imaginaires, 

e * — e - 

41C* i1T s HT* 4 1t* 

__/'(<ï-h»i t T-f-/i) — 'e»,T-f-/i) —f'\m, x + n) — -/'(m,/f) 

= e - — e* -+- e z — e* 

= — - — e * A 1 <r[5ic o (0 l <n-m) — £ (n-/*)] 

I -*^l < /'(m.0,T-»-itu r /a 7i 

— ;— ~e s AîT[-2ao(02*-H «) — «0™)], 

4t 3 

r(i-f-p) — ^p=p[r'(n-o 3 p)H-^3piog3], 

(o < 0,-< i; i= i, a, 3, 4» 5; Oi, 6j, 3 dépendent de 5; 
o<|X/|<i; y = i,2, j, 5; A t , X, dépendent de 5), 

el l'on voit par là que les quatre intégrales en question se décom- 
posent en six autres I,, I 2 , I3, I 4 7 I 5 , le multipliées respective- 
ment par t, 7, p, t, 7, p. Il est facile de voir que ces six intégrales 
sont finies. Vérifions-le seulement pour I,. 
Le module de 

Il = / li > [2C„(0, *-*-/w) — ^o(^-+- ^)le - — . 

est évidemment inférieur à celui d'une intégrale de la forme 






V7C' . j 
/ ' ( m , n ) -4- 9 •/ ,3 



:p étant une fonction linéaire de m, n. 

Or ce module est évidemment fini puisque la série converge 
dans tout le champ [§ H, 1], 

Les six intégrales étant finies, il reste 

On peut intégrer la partie qui ne dépend que de pet il vient, 



P 

T=0 



p = 

a - o 



= r'(i) + 
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en posant 4 <rJ / / (° , j ~) = tf » 

iim T(p, j, t ) = lim — | I 

p = o ■' p = oLp -2iu(i-hp)r(i-hp) pT(n-p)J 

Iim I loger -+- / e s — I 

lim I loga -h I e z — I- 
a=ol J z j 

Pour évaluer la dernière limite faisons dans l'intégrale - =x et 

remplaçant Iog« par son expression au moyen d'une intégrale 
définie ('), 

r 1 -~dz /•- e-«* . 

€ ~ = — dx=-\xe-, 

loga = I </*-, 

•'o x 

loga-+-/ e ---=/ ."^+ — <*r 

= I : dx-\- I - — dx h- / ûfcr. 

IX IX IX 

La dernière intégrale s'annule avec «r. Pour évaluer les deux 



(*) b étant une quantité réelle positive, on a 



r 

l'A 



e hx dx— T - 
-'o b 

Intégrant par rapport à b de ai à jâ, on obtient (le renversement des intégra- 
tions est facile à légi limer) 







/ dx - loe r 


d'où, pour a — 


«•?- 


logs = / - r/.r; 



les fonctions de z qui figurent aux deux membres coïncidant, si Ton suppose main- 
tenant z complexe (avec une partie réelle positive), le long de l'axe des valeurs 
réelles, coïncideront encore sur totit le plan, d'après un théorème connu de 
Riemann (voir le Cours de M. iiermite). 
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autres, partons de la formule rappelée au paragraphe précédent, 

On en tire 

r'(i)= / dx — / -(«) 

- Ç X e ~ x dT Ç m tr*dx Ç X e~*dx __ Ç m er* dx 

-jf=^**r?*-/(r-^-i)*-.f£S 

= / — ûfo-+- / ?—dx— f d\og / rfIog(i — «-*). 

Les deux dernières intégrales ayant une somme nulle, il reste 

jf^*-^f?* , - r(,) - 

Donc 

(•2) limT(p, cr,T) = 9.r'(i). 

p=o 

T = 

Remarquons que les calculs précédents fournissent une preuve 
de la formule connue 

/' dx 

(i — «-<**) — , 

qui aurait permis d'évaluer immédiatement la dernière limite 
cherchée. 

La démonstration de Kronecker pour la formule (2) a été ici 



(') Donc, m étant entier 

r P m &-* p- mx /»• p-x p—(m+\)x 1 

r(,)sa JL".[/ —s-*-!, —^--«*] 

C étant la constante d'Euler. 
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simpliGée surtout par l'emploi de la relation 

au lieu de celle que Dirichlet en déduit 

et par le choix de la valeur particulière i pour décomposer le 
champ des intégrations. 

En rapprochant les formules (i) et (2), on conclut 



ihnrnU-LV ' 1 

p_:J p 2izj£df{m,n)i+?\ 

L m,n J 

m,n J 

la dernière série représentant la valeur de — logA(o\ t, w,, o> 2 ) 
dont la partie imaginaire est minimum. On en tire, [§ 28, (24)] 

( =— 2r'(i)+ 2 logair — logA'(o, o, <i>i, w 4 ). 
Posons 

^_ 1) ^_ D y 7 — t> 

tf , 6, c étant réels ou complexes et y/ — D ayant partout la même 
détermination, arbitraire d'ailleurs, pourvu que la partie réelle de 

a „ b c 

-jr'-f- ~-z=r-ry-h —= — y 1 



soit une forme positive, ou, ce qui revient au même (§23), pourvu 
que les parties imaginaires des racines 

__ — Aq-4- * — h -+- «V— 1^ __ 6 -f- 1 _ 6 -+- «V— D 

1 2 c 2 c " 2 c 2 c 
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soient positives. On aura [§ 28, (26), (27)] 



Jim 
(4) {P=° 



(5) 



["— L -+- — y (— — £eïl_ v +p i 

I p 7,tz ^\am % -\- bmn-\~ cii 1 ) I 

IL w»,n J 

= — iV(i) -h 2 log2ir — IogA'(o, o, a)!, wj), 

, im r=i + _LV( v^d y-n 

L «,« J 

/— D L 21C ait J 



(G) 



im r-+_Ly( •=? rn 

(==0 I p îit ^d \am i -\- omn-h en*/ I 

L m,n J 

= -2r'(o -t- îog -JL- -t- *v D — 2 iogTT(i — e*™.*ou — <?""■>»*'> 

tf — JJ oc JL JL 

r n = \ 

Le premier membre de ces formules est manifestement un inva- 
riant de la classe des formes ax' 2 -h bxy 4- cy 2 qui sont équiva- 
lentes au sens de Gauss. Divisons les deux membres de (5) par 
{\J — D)'+P en observant les relations 

(-^=~ V +P = — f '^/^ 



^l] a = c -lTjJ (l _a.»^ )=T( (.); 



il viendra 



(7) 



Jp-oIpyC-i) 27T jhd(am*-+- bmn ~h cn*) l +? \ 

I = -p=[ — 2r / (i)-hlog z ^-2logr 1 ((«) 1 )Ti(w 2 )J, 



1/ — D ayant partout la détermination pour laquelle 
a n b c 

—=z^rz X* -h — XV •+■ . Y 1 

est une forme positive et les logarithmes (depuis leur intro- 
duction) ayant toujours la détermination où la partie imaginaire 
est minima. 
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Je signalerai ici quelques conséquences immédiates de la for- 
mule fondamentale ( ! ). On a, d'après (3), 

(8) logA'(o,o,tii 1 ,co î ) = alog27c — 2r'(i)-f-lim 7 f(m,n)- x -9 I 

L m,n J 

ou, en rappelant que 



l logA'(o,o, (i)„w,) 

1 






En introduisant la constante d'Euler C = — r'(i) et le plus 
grand commun diviseur positif t de chaque couple m, n, on peut 
écrire 

logA'(o,o,o>,,u>j) 



( ,Q ) 

p= 



= alogait H- G H- lim ( V — — N ttt^ X~ nz 



n = l 1 = 1 a 9 



la dernière sommation s'étendant aux premiers coefficients de 
toutes les formes équivalentes (a 0l b ,c ), ou, en développant 

~ r > d'après les observations faites au § 14-, 

logA'(o, o, coi, w 2 ) 
= log4ir«-t- G 



iTi 1^2 ^p— ^( 2^ -^p^S-/f- ^ • ^)2^pJ- 



Or, on sait que 

2* = ï etc > ue iL m o p 2^p = ^ (§17); 



p-° 



(') KnoNEGKER, Silzungsberichte, p. ao5; 1889. 



§ 29. LA FORMULE FONDAMENTALE DE KRONECKER. 

donc, négligeant les termes qui s'annulent avec p et posant 

i 

on obtiendra 



(•') 



logA'fo.o.io,, (o,) = Iog4*«0 + Nm ( 2 ^ ~ £2^ )' 



On a donc deux représentations de l'invariant A'(o, o, co<, ci> 2 ) 
sous sa forme essentielle 

(12) À'(o, o, o),, tu,) = 4** ( ^] ^] e^ao/i'e-'o*»* \ [§ 27, (28)], 

n w 

(i3) A , (o,o,w,,a)J) = 47r^elimlTc»- 1 ^lTe~«' , • , ? , 



la sommation et le produit relatifs à a s' étendant à tous les 
premiers coefficients des formes équivalentes à (a , 6 i c u)? dont 
les racines sont 

— b -hi bo-t-i , ., 

C*> t = f U)j= > 4«oCo— oJ=I, 

Cq C 

la partie réelle de a # 2 + b xy -+- c 0< y 2 étant une forme positive, 
ou, ce qui revient au même, les parties réelles de to, 1, cj 2 « étant 
négatives. 

La formule (9) donne aussi 






A'(o, o, wi, w 2 ) = 4^« c lira IT^'* l? |T 

(/?i, /i = 0, db 1, ±2, . . ., sauf m = n = o), 



qui porte le caractère de l'invariance. 

Si dans les formules précédentes on prend co,= w 2 , donc & =o> 

4a c =i, (o l = o>2= ; — 9 ou, en introduisant les intégrales ellip- 

2 Co 

tiques complètes, 

iK! K' K 

», = «, = »=-£-, a °=ïK' Co= 2~K 7 ' 
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on aura les quatre représentations suivantes de A'(o, o, co, o>) 

À'(0, O, 0>, U>) = — 2U>(27T) 8 l'!j'(o, W)* 
fi)7C I "_ 

= — Scmc'ie * T| (i — e*"<»TJ)k 

1,00 

[I ^^ — -iî lK*jn*-4-K'*Jt't I ' 

2T^K'2 ( "" l)(m " ,)(,, ~ i)(K,mî " f " Kf,/l2)e " 
m,n J 



1.» 



Si nous introduisons maintenant le module x a = i — x' 2 , en ob- 
servant les relations (■) 

^XX — — ë-r — - ç— , ^00= — * 



d où 

(14) xx'(-iK)»=it3'A, 



ir 



et 



d'où 



05) 



K' 

&' u =a 1 t^JJ(i- 9 «»)». * = «"** 



1.* 



/vv'\3 _ 


t i -h— r 

•"'^ JJd- 


?"*)* 


K«(2xx')â 


n 


l-ç*»)\ 



nous obtiendrons, par comparaison de la première et de la troi- 
sième expression de A'(o, o, co, w), d'après (i4)> 






(,6) xx = rv7ïKK-2 (-,) U'^kO 6 



( ! ) H. VVeber, EUiptische Functionen und algebraische Zahlen, §§ 21, 37. 
La notation & rt signifie âr (1 (o,fa>). 
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et, par comparaison de la seconde el de la troisième expression, 



n n 

q * n ( ■ ~ qt " )_ * = ^ ~ir n ™ n e ~ a ~ , ~ > n * 






p = o " B ~ 

1,» m,/i 



d'où, en observant (i5), 

_i n ±.(JL t *1 «\~ ,_ * 



p= i. 



représentation remarquable de xx'en produit infini. 

Je rappellerai ici que M. Weber a donné une démonstration 
plus simple de la formule fondamentale de Kronecker, démon- 
stration fondée, elle aussi, sur la représentation d'une puissance 
d'un nombre par une intégrale définie, mais qui suppose a , b , c 
réels (■). 



(') Elliptische Functionen, § 113. 



CHAPITRE IX. 

INVARIANTS DES CLASSES DE FORMES QUADRATIQUES ARITHMÉTIQUES. 

VALEUR MOYENNE DE log $~. 
A 



§ 30. Rappel de résultats relatifs à la transformation (»). 
Posons avec M. Weber 






!, 
1_ 

= q **(n-£-H q*-hq k -h g*-hq*-i- q 1 -h ?.//•-*- '2</ 9 -*-. . .), 

t.* 
1_ 

= y" ,k (i — ? — <7 a -t- ? 4 — <7 5 -t- g 6 — <7 7 -+- 2^ 8 — 2^ 9 -i-...), 

/ î ( W )= v /ï^jn[(«+^ / ')=v^y75 

*<«> = »*n<-»"> = ;^»(rï) 
= « ,ii 2 (— , )"y'" , - t ' n . 



7 = e /™, /;=|^, /x^^; 

^00 «^oo 



(') Elliptische Furie tionen und algebraische Zahlen, §§21, 29, 33, 47, 49,71, 
72, 73, 76, 77. 
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on aura (') 

a.i = ii(«)/ï(»), 

3r,o=7ï(cD)/î(a)), 

&i, = 7r& ao &oi^io=2fi , (w)» 

/(»)/i(«)/t(«) = |/ï, 

e(* l -)-(t)rr'.S""- | "-"'-" l " l (ATî=) » ,«.ll. H r..>., 

S la même expression où a, S, y, 8 ) 
sont changés de signe j w * est ,m P a,r el < °> 

/ a \ --T- ?rIP<«+«)-<P , -*)«T] / v 5— ï ■ o 

= \3/ /—*(«■+- peu) si p est impair et > o, 

Îla même expression où a, S, v, 3 ) _ 

sont changés de signe ( SI P est impair et <o(«). 

e^^^SntV, o') = e'(vAxH-pu>)Sn<>> w ), 

«r^'P'"'^^', o>') = i'8-»e ~»»(^a-h piotei^t-yC*, «>), 

<r-*'P<"2r 00 (p', iu') = t •8-hp- a ôe"^ i|a? "' YS, t»(|/Tqrp5) 2r 1+p+6il _ a ^ r (p, «) 
(les indices étant pris selon le moduleï), 

a p 



E (/a + po>) = E^ a J «A 



Y -h 00) 
W = - 1 



a -h peu a h- pw 



(«) Les fonctions /(<*>), /,(«*>), /,(<«>) sont liées aux fonctions ?(<*>)> <J»(w)» 
/(<*>) de M. H ermite par les relations 

(») Les deux expressions de e( \ w J pour le cas où a = p == i (moda) 
sont concordantes (voir EUiptische Functionen und algebraische Zahlen, § 33). 
S. i5 
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et, en posant 

p = e 8 , 



•M â~+"B^/ = ""? e /i< w ) Sl a-Y = o (mod2), 

= — pe 8 /t( w ) si p — o == o (modi). 

/ a \ -^(a-pxa + P + T-ôi - a % . . 

= f â)P e /C 40 ) S1 1+ P + ï~°-° (mod2). 

= K)pe 8 /i(w) si y==o (raod 2 ), 

= — pe 8 /(w) si y — ô — ° (nioda), 

*(iV^j = («7 p " /■<»> Sl * = ° < moda >- 

= (ô)P e f\( w ) SI a == o (modî), 

— B(i6-a> 

= — pe 8 /( w ) s > a — ps=o (moda). 

On peut remarquer, sur les formules de transformation des 
fonctions 2r, qu'il y a six classes de transformation correspondant 
aux six permutations des indices, d'après le Tableau suivant : 

Ordre primitif des indices oo, 01, 10. 



(::)• 

(::)• 



oo, <>I, 10. 



II. -- ( ) OO, IO, Ol. 

\ — I O / 

III. == ( } IO, OO, Ol. 

\— I o/ 

IV. ^( ) io, oi, 00. 

\o I / 

( ■ °\ 

V. -\ 1 Ol, OO, IO. 



(-::) 



VI. - : ( ) oi. io, oo. 
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Toutes les transformations de la première classe peuvent se 
composer au moyen des deux suivantes 



(;:> (::)• 



à condition de regarder comme identiques deux transformations 
qui se déduisent l'une de l'autre par le changement de signe des 
quatre nombres a, (3, y, 3 ( , ). 

Les formules de transformation relatives aux fonctions /(*>), 
f\ ( w )i/2( w ) ont ceci de remarquable qu'elles réunissent chacune 
deux des six classes de transformation en une seule expression. 

Les formules précédentes contiennent les suivantes : 



1Ci 1CM* , ç __ f , 



iri , v 

t,(u>-+-i) = e«i)(co), M^p) = (/— * w ) T i(«). 

/(w-hi)= e -Vi( w ), /i(w + i) = r«/W /,(to-hi) = e«/ l (u)), 

/•(ïr) -/■<•>• /«(i 1 ) =/•<->• /(~)-/t->. 



(') On voit d'abord que le produit de deux transformations de la première classe 
est une transformation de la première classe. Ensuite le même raisonnement qui 
a été employé au § 6 conduit, en gardant les mômes notations, les h étant sup- 
posés pairs, aux inégalités 

I ».*.. I SI IUI?J*I **-,!. 

et, comme les a sont impairs, puisque la transformation est de la première classe 
on aura p,„= o, ce qui démontre la proposition. 
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Introduisons enfin les fonctions 

yx> x * 

On peut écrire, d'après les formules précédentes, 

_ /n(o))-i6 _ /i»(a>)-.| 6 _ /I 4 (cu)-i6 
^ (W) " /«(eu) - /f(w) """ /|(w) ' 
/fl v [7 ,t (a))-f-8][/;(g))-/§(a))] 

0U(») 

Yî ((u) = />(to)/?(o>)-4-/«(w)/|((u)-/5(w)/f((o), 

T3(^)=^/ 8 (tu)+/?(a))][/«( W )-h/l( W )][/î(co)-/l(a>)]; 

on voit que / 8 , — /J, — /* sont racines de l'équation cubique 

/"-Ti/ 8 — '6«o, 
d'où, en posant / 24 = tt. 

(u — 16) 3 — uj(m) = o, 



(*) La fonction y(w) est égale à 27.64 J, J étant l'invariant absolu ainsi désigné 
par Halphen. L'avantage de cette notation, due à M. VVeber, est que/ («*) est un 
nombre algébrique (voir Acta mathematica, t. XI, p. 335). 

Il n'entre pas dans mon plan de donner ici plus de détails à cet égard. On trouvera 
ce qui concerne cette théorie dans les ouvrages plusieurs fois cités de M. VVeber 
et de M. Dedekind. 

(») En désignant /•, /J, f\ par a, b, c, on a 

a = b H- c, abc = 16, 

a 3 — 16 a»— abc , , , . . 

v = = = a 8 — bc = a{b -h c) — bc — ab -f- ac — bc, 

a a 

-, - (<* 3 -*-8) (6 — c ) (2a»-t-i 6)(6 — c) _ {ia*+abc) (b — c) 
' ■ ~~ a " 1 a " ia 

= - (2fl»+ bc) {b — c) - --[«*-+- «(£ -f- c) -H £c] (6 - c) 

--= -(a + 6)(« + c)(i-c). 
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équation dont les racines sont 

/»{<»), -/î v (o>)=/"(co-h.), -/I 4 (w) = /"(i-^). 

Les formules de transformations relatives à y 2 , y 3 sont 

d'où, en particulier, 

Ï3 (to-i-i)= _y 3 (o>), Va ( ^~ ) = — Ys(w). 
On a déjà eu occasion d'observer que l'équation 

entraîne 

a) = -i — , ao — Sy = i , ' ) e= ] (mod -2), 

et l'on a exprimé l'invariant x 2 (oj) sous sa forme essentielle. 
J'ajouterai ici que x 2 x' 2 et, par conséquent, / 2 *(w) appartiennent 
au groupe formé par les transformations de la première et de la 
seconde classe, c'est-à-dire qu'ils restent inaltérés par ces trans- 
formations et par celles-là seulemeat. Enfin j(tù) appartient au 
groupe formé par toutes les substitutions linéaires. 

On sait que x 2 ( — ) =x' 2 (to) (Elliptische Functionen and 

algcbraische Zalden, § 40). Or, si 

— b n -r i », r 9 

i» = » -i^o^o— bl — \, a -f- o m -+- c oi 2 = o, 

on aura 

— i &Q-+-* , , , 

= = w , c {) — Oq w -+- a Q to z = o. 

tu 2«o 

Pour représenter l'invariant x' 2 sous sa forme essentielle, il 
suffira donc d'échanger a et c et de remplacer b par — b Q dans 
l'expression essentielle de x 2 . Le produit de ces deux exprès- 
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sions fournira une représentation de x'x' 2 sous sa forme essen- 
tielle, car les transformations de la première et de la seconde 
classe se composent des deux transformations élémentaires 



C :)• (_: :)">■ 



(Op. cit., § 49) dont la première laisse inaltérés les deux facteurs 
du produit en question et la seconde les échange. 

On aura ainsi la représentation de / M (co) sous sa forme essen- 
tielle et par conséquent aussi celle de 

(voir encore l'Ouvrage de M. Weber, §§ 40, 47). C'est là une 
conséquence remarquable des résultats obtenus au § 25. 

Comme toute transformation d'ordre n, ( a , j, rz, 6, c, d étant 

premiers entre eux et vérifiant la relation ad — bc = n, équivaut 
à une transformation du type 



(a o\ 

\c d) ( °' C ' 



d premiers entre eux et ad = n), 



suivie d'une transformation linéaire ( 2 ), toutes les valeurs de 

j f jr^J (ad — bc = n) sont celles de j ( c ** ' l ** J (ad = n) 

dont le nombre est 

*(»)=2f?(0 = «IJ(i + j;)(»N 

a 

a parcourant tous les diviseurs de n et e étant le plus grand 
commun diviseur de a, d; le produit 11 s'étend à tous les facteurs 
premiers distincts p de /i. 



( ' ) On le voit par le raisonnement employé au § G. Si Ton y prend tous les h pairs, 
les transformations S- appartiendront toutes à la classe de S et, selon cette classe, 
on aura P ilt — o ou a 1-+1 = o, ce qui démontre la proposition. On regarde toujours 
comme identiques deux substitutions qui se déduisent Tune de l'autre par un 
changement de signe dans les quatre coefficients. 

(') Elliptischc Functionen und atgebraischc Zahlcn, § 2.V 

V) Ibid.. §71. 
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La fonction 

n['->(^)] <— >■ 

où le produit s'étend à toutes les grandeurs j ( - ) admettant 

toutes les substitutions linéaires est rationnelle en <o (' ). Nous la 
désignerons par F„[i>, y(o>)]. L'équation des invariants pour la 
transformation d'ordre n 

F«K/'(w)] = o 

jouit entre autres des propriétés suivantes. 

Elle est irréductible, ce qui montre que les $(*) grandeurs 

. /r -f- dtû\ ,. . 

j l ) sont distinctes. 

Si l'on pose y(w) = u, on a identiquement 

Fi(m, v) = u — s,. 

Les coefficients de v sont des poJynomes entiers en w, à coeffi- 
cients numériques entiers. 

On en déduit qu'il existe entre /(w) = u el/(- J = c, 

[ad= n= i(mod2), c = o(mod48)] une équation de transfor- 
mation à coefficients numériques rationnels 

§ 31. Multiplication complexe. Invariants de classe ( 3 ). 

Si <?(«) est une fonction admettant les deux périodes o) t , <o 2 , 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que cp(jjiw) consi- 
dérée comme fonction de «/ admette les mêmes périodes, c'est- 
à-dire pour que 

<p[[jt(K-h u>/)] = 9(|*m) («' = i, a), 



(') Elliptische Functionen und algebraUche Zahlen, § 49. 

('> /6id., §§ 73, 76. 

C) /M/., §§ 86,87, 88, 1)3. 
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quel que soit */, sont 

fitoi = aa)| + btû t , 



a, 6, c, rf étant des entiers. Soît — = o> celui des deux rapports 
— (i, A: = i , 2) qui a sa partie réelle positive; on déduit des rela- 
tions précédentes 

/ x L c -f- rfw 

(1) u = a + 6w, co = ; — • 

Ces égalités ne peuvent être identiques que si a = d, b = c = o, 
c'est-à-dire que si [x est entier. C'est le cas de la multiplication 
ordinaire. On sait qu'Abel le premier a signalé les valeurs par- 
ticulières de 10 satisfaisant aux égalités (1) considérées comme 
équations; ces valeurs devant être complexes pour être accep- 
tables, [x sera lui-même alors toujours complexe et de là vient le 
nom de multiplication complexe. L'équation qui détermine <o 
peut s'écrire 

(2) bu)*-h(a — d)(») — c = o, 
d'où, en posant 

ad — bc = », 4 W — (a-+-d) f = — D = A > o, 
— a -+- d -4- /D a -f- d -+- i/D 

(3) Ms= ~b — » «*=■ — 1 

Inversement, soit une équation quadratique 

Au> s -+-Bco-t-C = o, 

où A, B, C sont des entiers premiers entre eux et 

A = 4AC-B*>o; 

nous supposerons A et C positifs. On pourra trouver une infinité 
de nombres a, ft, c, d vérifiant (a). L'identification donne, en 
effet, 

(4) b = Aj\ c = —Gt, a-rf=Bj, 
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c'est-à-dire, en posant 

a -hd=y, 

i ia =y -+- Bx. b = Aj?, 
(5) 

j 2d=zy— B07, C- — Cx, 

d'où, pour la relation ad — bc = /i 

La seule condition pour que a, b, c, d soient entiers est que 
y -h Bx, y — Bx soient pairs, donc 

SiD==o (mod4) y = o (mod2), # quelconque. 
Si D = r (mod4) x^y (moda). 

Si Ton veut que les nombres a, 6, c, rf ainsi trouvés soient 
premiers entre eux, il faut d'autres conditions. On voit par les 
relations (5) que le plus grand commun diviseur de a, ft, c, d di- 
vise Xj y et que celui de x, y divise 2 a, b, zd 7 c. Pour que a y 
b, c, d soient premiers entre eux, il faut donc et il suffit : i° que 
jt, y aient un plus grand commun diviseur ^ 2 ; 2° si x ~y =i o 
(mod2), que l'on n'ait pasj^^ B#(mod4). 

Supposons donnée une équation Aw 2 + Bw -+- C = o et déter- 
minons a, 6, c, d comme on vient de l'expliquer, de manière qu'ils 
n'aient pas de diviseur commun. On aura 



. ./c + du>\ 



et, en posant y(<o) = i/, on voit que la valeur singulière de 
j (o>), c'est-à-dire la valeur de j '( w) correspondant à un argument co 
racine d'une équation quadratique, vérifiera l'équation 

(6) F n (u f u) = o. 

Réciproquement toute racine u de V équation (6) est un in- 
variant singulier. En effet, si // est racine de (6), une des racines 

v=j( ) (ad=n) de F(m, ç) = o sera égale à w, c'est- 
à-dire qu'on aura 

• , v • / c *+* dto \ r -+- r/w y -h oto ^ 

y(w)=/( » - = -'— — , ao — 37 = 1, ad=n. 

\ ti j a a -f- fito r ' 

et, par conséquent, w est racine d'une équation quadratique. 
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L'équation quadratique Âco 2 -f- Bco -f- C = o se transforme par 
la substitution 

(7) 
en 



(0 


_ Y + 

a -+- 


Ô(l/ % 

fW' aô 


Py = '» 




A'u>'' 


i-t-B'u>'-*-C' = 


= o, 


A' = 


= A&«-+- 


BpS-hCp», 




B' = 


: 2A8y 


-f-B(a8-hpf) 


-haCap, 


C' = 


: Af*H- 


Bya -h Ca*. 





La relation (7) entre les deux racines à parties imaginaires po- 
sitives des formes (A, B, G), (A 7 , B', C') étant la condition né- 
cessaire et suffisante de leur équivalence, on voit que la valeur 
singulière j (u>) indépendante des transformations linéaires carac- 
térise une classe de formes; nous dirons que y (co) est un invariant 
de cette classe. 

La valeur singulière y(co) = « dont l'argument est racine de 
Aw 2 + B(o + C = o satisfait à l'équation 

F„(w, w) = o, 

toujours et seulement quand on a 

x et y ayant un plus grand commun diviseur ^2 et y -f- Bx, 
y — Bx n'étant pas simultanément divisibles par 4- 

Cherchons à décomposer F w (w, u) en facteurs cl, pour cela, 

posons 

K D ( M ) = n[w-y(u>)], 

le produit s'étendant à tous les invariants des classes de discrimi- 
nant D et le degré de K D (w) étant, par conséquent, K(D). K|,(«) 
sera facteur de F„(u, u) et F n (u 7 m) sera divisible par II K„(w), D 
parcourant tous les discriminants pour lesquels l'équation 

4/1 = ^2— Dx 2 =}* -h A2-* 

a des solutions acceptables en x, y. 

Je dis que K h (u) a toujours ses coefficients rationnels (*). Sup- 



(■) La théorie des nombres entiers algébriques permet alors de conclure qu'ils 
sont entiers. 
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posons-le prouvé pour tous les discriminants D = — A tels que 
A < ^n — i . A l'exception des valeurs 

A = 4/1 — i (j?==hi,^ = =ti), 
A = 4n (# = ±1,7 = 0), 

toutes les valeurs de A pour lesquelles 4 n =JK 2 -t- & x * est réso- 
luble sont <^4n — i. Donc F„(w, u) étant divisible par le pro- 
duit DR D (tt), il résulte de l'hypothèse que K_ 4/ |(tt)K_4n +l («) a 
ses coefficients rationnels. Considérons maintenant F An _ l (u, u)=o. 
Cette équation est vérifiée pour tous les invariants relatifs aux 
discriminants D tels que l'équation 

4(4/i—i) = y*-~ Dx* = y* -+- A#* 

ait des valeurs acceptables en x^y. Or, pour A = f\n, cette équa- 
tion exigerait 

y = o (modî) soit y = iy\ :r*<4, donc x t = r, 

et, par suite, i /' 2 = 3/i — i , ce qui est impossible, tout carré étant 
de la forme 3 n -+- 1 . Pour A = \ n — î , au contraire, l'équation con- 
sidérée admet les solutions x' 2 =q, y = o qui sont acceptables ( 4 ). 
Donc le plus grand commun diviseur des deux fonctions ration- 
nelles 

F VB _ 1 (a, u), K- kn (u)K-+ n + l (u) 

est K_. ïw+I («) et, par conséquent, K_ 4// («) et K_.i/# + i(tf) sont ra- 
tionnels. 

Ce raisonnement est en défaut quand n = i f car F f (w, u) est 
identiquement nul. Il faut donc démontrer directement que 
K_ 3 («) et K_t(w) sont rationnels. Les deux discriminants — 3 
et — 4 donnent lieu chacun à une seule classe de formes. Prenons 
pour représenter ces classes les formes principales, c'est-à-dire 

(i, i, i) pour le discriminant — 3, 
(i, o, î) pour le discriminant — J. 

Dans le premier cas, 



(') D étant =:i(mod4)j B sera impair et de même n, ri d'après (5). 
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Dans le second cas, 



— i 

(o = = l. 

eu 



Or, on a vu que 



Î/7C 



donc 

Y,(«) = o, y^e 3 / = o, 
et, par suite, 

/(*) = 27.64, yU 8 ] = o, 

K_ 3 (m) = u — 27.64, K-i(u) = u. 

Le théorème est ainsi démontré. 

M. Weber, à qui j'emprunte ce bel exposé, sauf les modifica- 
tions légères imposées par la notation de Kronccker, a donné à 
l'équation K D (a)= o le nom d'équation des classes. 

On étend le nom d'invariant de classe à toute grandeur 
primitive (* ) or,- du corps algébrique 2K[./( W ')]> re ' at if à une racine 
quelconquey ((o,) de l'équation K (w)= o, et celui d'équation des 
classes à l'équation irréductible de degré K(D) à laquelle satisfait 
a,. Ainsi toute grandeur a/ fonction rationnelle de Xi et dont Xi 
est fonction rationnelle sera dite invariant de classe. 



(») f(x) = o étant une équation irréductible à coefficients rationnels ou con- 
sidérés comme rationnels, dont les racines sont a? t , x t , ..., x H} on appelle corps 
algébrique lX(x.) d'une racine x L (i = 1, 2, . .., n) l'ensemble des fonctions ra- 
tionnelles de cette racine. Soit a f = H^,) l'une d'entre elles satisfaisant à une 
équation 

i=n 

?(*)=f[(tf-*,) = °, 
i = i 

évidemment rationnelle puisque ses coefficients sont fonctions symétriques des x,. 
?(4?) est irréductible ou puissance d'un polynôme irréductible. En effet, désignons 
par çp,(a:), ?,(&), ... ses facteurs irréductibles; chacune des équations ç ; .(a:)=o, ... 
est vérifiée par une au moins des grandeurs a,.= R(#,) et, par conséquent, par 
toutes, car ? } [R(4?)] = o ne peut admettre une des racines x t de l'équation irré- 
ductible f(x) =0 sans les admettre toutes. Donc les fj(x) admettent chacune 
toutes les racines de f{x) et sont par conséquent identiques, ce qui démontre la 
proposition. 

Si y(x) est irréductible, les n valeurs conjuguées a„ a a , . . ., a w sont distinctes, 
et inversement si les n valeurs x, sont distinctes, y{x) est irréductible d'après 
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Appliquons ces considérations à / 2 *(a>). On a vu que les ra- 
cines de 

(tt — l6) 3 — UJ(ta) = o 

sont 

/^(u>), /«(u>H-l), /«/,— IV 

Si co satisfait à 

(8) Ato*H-Ba>-f- G = o, 

où nous supposons A, B, G premiers entre eux et D = B 2 — 4À.C = o 
(mod4)? donc B ee^ o (mod 2), to' = w 4- 1 satisfera à 

(9) Aw'î+(B- 2 A) w' -h A — B + C = 0, 
et u>" = 1 à 

(10) Gtu'î — (B -4- 2C)w'+ A + B + C = o. 

A et G n'étant pas tous deux pairs, une et une seule des équa- 
tions (8), (9), (10) a ses coefficients extrêmes impairs. Cherchons 
à former une équation $(m) = o à coefficients numériques ra- 
tionnels à laquelle satisfasse une seule des trois racines / 2 *(co), 

/»(« + •),/*« (i-JL) de 

(11) (a — 16) 3 — uj'(iû) = 0. 

Cette racine sera alors une fonction rationnelle dey(«) qu'on 



le théorème précédent. On dit alors que a,, est une grandeur primitive du corps 
ïK(x £ ). Supposons que a f soit une grandeur primitive de cX(a?.), et soit p 4 - une 
fonction rationnelle de x t . La fonction 



21 (A;)*<*> = *<*>• 



symétrique par rapport aux x p est rationnelle. Or, pour x = a,, ?(«,-) =0, on 
tire 

- *(«•! 
p, ~ ?'(«.)' 

donc p, est rationnelle en a,. Ainsi, toutes les fonctions rationnelles de x { sont ra- 
tionnellement exprimables en a.; donc, en particulier, 47, sera rationnellement ex- 
primable par oc.. 

Évidemment toute grandeur ot. fonction rationnelle de x t et dont x ( est fonc- 
tion rationnelle est une grandeur primitive du corps JXf.r,), car, si a,= RCa*,) 
et z k = R(x k ) étaient égales, on en tirerait pour x, et x k des valeurs égales. 
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obtiendra en annulant le plus grand commun diviseur de 0>(u) 
etde(i i); et comme, d'après (i i), j (<o) est rationnellement expri- 
mable par cette racine, elle sera un invariant de classe. 
Or, on sait qu'entre les fonctions 

(12) m =/"(<■*), f=/" ( C ^ (U )> ce=o (mod48), ad=n 

existe pour n impair une équation de transformation 

et que, par conséquent, l'équation 

4>«(a, u) = o 

sera satisfaite toujours et seulement quand pour une des gran- 
deurs (12), on a 

c -+- dm y -4- 8a> > o » 

(' !)-C ?) '■"""^ 

(;,')-(-?:) <— >■ 

c'est-à-dire si ( a \i j est une transformation de la première ou 

de la seconde classe. 

Tout revient donc à chercher un degré impair n de transfor- 
mation tel qu'on puisse déterminer des entiers a, c, d y a, [3, y, o 

vérifiant 

ad = n, c » o(mod48), 

a, c, *tf premiers entre eux, 

ao — Pf = i, fsysa + i£0 + i (mods), 

et rendant (i3) identique à une seuledes équations (8), (9), (10). 
Soit 

(14 ) «AoQ' + illQ + G = 

celte équation dont nous savons seulement que 

4*t© — lft> 2 = — D = A -= o (mod4 ), 
t)!> == o (mod a 2) 



(13) 
avec 

ou 
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et que <A>, ill>, £, sont premiers entre eux, û désignant la racine à 
partie imaginaire positive. 

L'identification de (i3) avec (i 4) donne 



(.5) 


d$ = o\,.r, col — ay = 2>x 


(16) 


c p -4- di — a o = 'ift> x ; 


posons 




(>7) 


cp — d% -ao =/; 


il viendra 




(i8) 


| 'xd% — llï>.r — ^, 


(.5) et (.8) 


donnent 



4*/j3(ca — ay) — 4d*{c$ ~ao) = A^-t-^*, 
d'où l'équation équivalente à a8 — ^y = i 

(19) 4/1 =^*-f- A^*. 

Supposons d'abord X premier à n (restriction que nous écarterons 
ensuite). Alors, d'après (1 5 ), x est divisible par d ainsi que col — ay 
et, d'après (16), c(3 — ao. Donc 

p(ca — ay) — <x(c$ — a8) ou a 
et 

8(ca — #y)""Y( c P — «8) ou c 

sont divisibles par d. Donc a, c, d devant être premiers entre 
eux, il faut que d=\\ donc a — n. En résolvant (1 5) et (18), on 
obtient alors directement 

( 20 ) 

/ 2/1^ = c(ifl>:r — jO — 28^, 2/18 = 2cJl># — l)l>:r— .y. 

Pour que y, 3 soient entiers, il faut que c vérifie les deux con- 
gruences 

(21) cXx=== — *<- (raodrt), c s= Car (mod/t) 

[A, Uî),^ sont pairs d'après les hypothèses et la conséquence (19)] ; 
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ces congruences sont toujours compatibles, car on a 

c (y*-+- Aa? 1 ) =r- o (mod4n)< 

c(Wx* — y*) = $A»C ex* (mod4/i), 

c - -scXr.Sr (mod/i), 

et, par suite, les deux congruences (21) résultent l'une de l'autre 
et servent à déterminer c qu'on pourra rendre = o(mod48), en 
lui ajoutantau besoin un multiple de n. 

Choisissons alors n de la façon suivante : 

Si D = 4 (mod 8), prenons fin — — D, x= 1, y == o; on aura 

(«=£, p = ^. 

( M ) * i)V> (mod,); 

( T=3S „ ô= T , 

Si D = o(mod 8), prenons 4^ = — D -}- 4, •£ = » ,y = ± 2; il 
viendra 

(23) ' (mod 2); 

(ï-e. a-*-M. 

j5, y devant être de même parité, et »l>, C ne pouvant avoir la 

même parité sans être tous deux impairs, la transformation ( a \j 

donnée par (22) ou (23) sera de la forme = ( __ J (mod 2), et 

l'on voit qu'en vérifiant les conditions imposées à /i, a, c, rf, a, (î, 
Y, 0, on peut, quand X est premier à /i, identifier (i3) toujours el 
seulement avec celle des équations (8), (9), (10) dont les coeffi- 
cients extrêmes sont impairs, tt étant la racine de cette équation, 
/ 24 (û) un invariant de classe. 

On peut maintenant enlever la restriction que X soit premier 
à n. Appliquons en effet à Q une transformation linéaire; l'équa- 
tion 

eA»Q*-t-'U!>i2 + C = 



se changera en une autre 



.1/ U'* -Mfi/iï -*-£'=<>, 
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OÙ 

JL'= JU'-h epo h- Gp*ss <A,o*-t- ep* (mod a), 

Ub' = 2JU0Y -4- Ub(a8 -h Py) ■+■ aGap, 

G' = •^Y«-hlft)Ya-i- Ga l =s A, y 1 h- 8a* (mod 2). 

On pourra trouver [ï, S tels que X f soit premier à 2/1 (§ 9), donc 
de parités différentes, puis oc, y satisfaisant à ao — Py= i • En rem- 
plaçant au besoin a, y par a 4- ^P, y 4- )*8, on peut les supposer 
de parités différentes et par conséquent G' impair. La transfor- 
mation en question sera donc de la première ou de la seconde 
classe et laissera/ 2 * (10) inaltérée. Donc on aura 

/t*(or)=/"(û). 

L'analyse précédente est en défaut si /i — 1 , car alors a = d= 1 , 
c = o, donc u = ^ et, <£,,(#, t>) ayant le facteur u — t>, 4>/*(m, m) 
s'évanouit. C'est d'ailleurs le seul cas où cela arrive, car de 

fl \ =f(t,y) résulterait 



C-^-) 



ce qui est impossible, puisque y(a>) =y(co') exige 10'=: 2 — J^ » 

ao — Py = 1 [il s'agit ici de la présence du facteur u — v dans 
<£«(*/, v) ou dans F, 2 (w, e) et par conséquent d'invariants non sin- 
guliers]. Pour le cas n= 1, D étant pair sera égal à — 4- H n'y 

aura donc qu'une classe représentable par (1,0, 1), 10 = — = i. 
On conclut alors des relations 



/8(a>)=/8(0))-h/|( W _), 

/(«)/i(»)/i(») = /*» 

/"(•) = 64; 

/ 24 (w) étant fonction rationnelle dey'(w) sera un invariant. 

En résumé, si A = C = i (mod 2), des trois équations (8), (9), 
( 1 o), la première seule a ses coefficients extrêmes impairs et, d'après 
ce qui précède, / 2 *(o>) est un invariant. 

Si A = 1 , C = o (mod 2), c'est l'équation (9) qui a ses coeffi- 
cients extrêmes impairs ; donc/ 24 (to -h 1) = — y , | 2, (to)ou simple- 
ment fl % (to) est un invariant. 

S. iG 
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Si A zh o, C = i (mod2) 7 c'est l'équation (10) qui a ses coeffi- 
cients extrêmes impairs; donc f 2 * ( i j = — / 2 21 (w) ou sim- 
plement/^ 4 ( w ) est un invariant. 

On suppose toujours D =-= B a — 4 AC == o (mod4). 

Il est bien entendu que, de la relation birationnelle qui lie 
/ 2, (w) par exemple à /(<*>), quand / 24 (<o) est un invariant, on 

ne peut conclure que/ 24 (to) = / 24 (- — g— h puisque cette rela- 
tion n'est pas identiquement birationnelle [on a toujours 
(/ 24 (w) — 16) 8 — / 24 ( w )y( w ) = °]î seulement, pour certaines 
valeurs de w — en nombre infini d'ailleurs et déterminées par ce 
qui précède — la valeur numérique de/ 24 (w) est fonction ra- 
tionnelle de la valeur numérique de y(w). 

§ 32. Valeur moyenne de l'invariant log --, x (»). 

A'(o, o, a) t ,a)j) 

Nous supposerons dans ce qui suit que (a, b, c) est toujours 
une forme positive de discriminant 

6*— 4ac = D = D Q* = — A < o, 

où a est premier à Q, b = o (modQ), c = o (modQ 2 ) : on sait 
que, dans chaque classe de discriminant D, il y a toujours des 
formes remplissant ces conditions. Reprenons alors la formule (i 9) 
du § 16, où nous poserons 

d = Qi, Q = Q«Qi, (a, ~, ~ ) = (a a , 6 a , c a ); 



elle donne alors avec l'équation (7) du § 15 

h-\ k=\ 

F[(fl a 'w , + b a mn -+- (?«/!*) Qi?] 



=2 2 2 s <* 



K(D Qâ) 

* n h r m ' n 



(') Voir pour ce paragraphe el le suivant Kronecker, Sitzungsberichte. 

p. aVJ->7'f et a 11-2:20; i88y. 
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ou, en choisissant 

V(n) = /t-i-p 

ij-p 
et en multipliant les deux membres par |D| * , 



'-Ï$'2(Î)~È(Ï)~ 



(l) ' 









En se rappelant les notations 

•xtzK(D) 






et 

on obtient (§ 14), pour la dérivée logarithmique de la série 



id o est = o, 



^>=-ï£K loglD| - 



et, par suite, en développant suivant les puissances de p (§ 14) 

(2) ^^'^(j)^ 1 ' 9 ^^^^^^ (modpt), 

en entendant par là que le développement du premier membre 
coïncide avec le second aux puissances près de p qui sont supé- 
rieures ou égales à la seconde. 

Les notations du § 16 permettent ensuite d'écrire 
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Or on a 

pV^-N i -h pC (modp*), 

1 

2w*« l ~ p -2^ % ~ , ~ p 2 , * Q « rl,ogQ « ( mod . st ); 

a a a 

donc, en posant 

^•QÔT^SCQ), 2 e ^ Q * llogQi=S(Q)ï 

a a 

(3) p2(?)*- |_ *«<' + P c )S(Q)-p5(Q) ^ mod ? I >' 

1 

et, par suite, d'après (2), 



(4) 

1 



ig^'2(î)^2(ï)*- 

1 1 

= 2îc[i -+- pC -+- p$(D)] S(Q) — sirp S(Q) (modp«). 



Passons au second membre de (1). La formule fondamentale de 
Kronecker [§ 29 (4)] donne 

i+P 
p ] D | * \ (am* -f- bmn -h en*)-*-? 

m,n 
= 27r[l -h 2pC -h 2p I0£2TC — p IogA'(û, O, <0 1} (0 5 )] (modp 1 ), 

d'où, en observant les relations 

D Qâ = bl - 4« a c a , D = DoQaQa*, 

1-+-P 
p | D ^Qa- 1 -?^ ( aam * ^ b * mn "+" c « /i, )" , ~ p 

m, « 

= 9.ti[i -h 2pC -h 2p log2 7r — p IogA'(o, o, eu'*», w ( *')] (modp*), 
où (o 1 *', — 'i> , 2 a) sont les deux racines de tf a -f- i a w A -*- c^to\ = o. 
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Donc 



! + P, 



v Q'oT , ~ p v^ 

-ax^e^^ç-^ ^ [i-*-apC-+-aploga« — pIogA'(o,o,wf,to'*»)| 

--= ami h- ?.pC -f- ap log2ir) X £ «;Qa~ i-? 

a 



«Ça; 



puisque K(D QJ) est le nombre des classes (« a , ft a , c a ). Si Ton 
remplace 

Q a - l -P par QiT'-pQi-HoKQi, 

on pourra écrire 

* 5 ) ' a«ai:(i-*-apC-l-aplogaiOS(Q) — aicpS(Q) 

| ^^p^^Q^^Qj-) 2 ^^o^"'*») (modp«). 

La comparaison de (i), (4), (5) donne alors 

<6> -C+log4<«- sTQlS^Q^kQl) 2 loRA'co,-*,-*). 



En se reportant au § 16, on voit que 

s(Q)-2X Q »" -=11 ('-£)• 



7/ 



7 parcourant tous les facteurs premiers distincts de Q, ou 
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Donc (6) devient 

Désignons par logM(\/D, Q^) la valeur moyenne de l'invariant 

te «À-(«M^«) = ,O V^D Ql^^^) I§28,(26)] ' 

pour toutes les classes (a a , 6 a , c a ) ou, ce qui revient au même, 
pour toutes les classes de déterminant D et d'ordre Q' a , en sorte 
que M^/D, Q' a ) désignera la moyenne géométrique de l'invariant 

4* s c a 



A'(o, o, a)"'«), co'*) v '-~D QJ r>(tuf )7)«(\o<«>)' 

pour l'ordre Q' a , c'est-à-dire pour toutes les classes de cet ordre 
qui seront désormais représentées par (a, b, c) et leurs racines 
par w,, — (o 2 ; on pourra écrire (7) 



(«) 



<j(D) = C + - ( 9- 2 7 IogM(/D, (D - D Q'), 



l parcourant tous les diviseurs de Q. 

Comme les arguments w« = - , — w 2 — — > de À' 

ne dépendent que des rapports blc'.\/D, la valeur moyenne 
M (y/D, QJJ reste inaltérée quand on enlève un facteur commun 
aux deux arguments. Donc, D étant un discriminant fondamental 
et P, Q, R des entiers quelconques, on a 

M (/D?P«Q«"R«, PQ) - M(/fi£Q»Rï, Q). 

Si donc on remplace dans (8) M (y/D, ijparM (l~, 1 ) on pourra 
écrire 

?^Q)[r^n Q2)_C] -: V3^/l0frM(v/îV/" 2 , l) ( fit = ). 
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d'où Ton déduit, d'après les formules (4), (5) du § 16, 
Q logM (•DTQi, i) = 2ç(rf)IS(I>orf*) - C], 

d 

d parcourant tous les diviseurs de Q, et, puisque \ <p (d )=Q (§ 16) 

d 

( 9 ) C + logM (/D7Q*", i) = 1 ^ * WS< D o*). 

formule qui fournit la représentation de la valeur moyenne de 
l'invariant 

** C [§28(26)1, 






fc-h^D 6-i-/D\ /""DV^Or^u),) 



pour Tordre primitif du discriminant D Q 2 par les fonctions 
§(D d 2 ) relatives aux différents discriminants diviseurs de D de 
la forme D rf 2 . Or nous allons voir que toutes les fonctions 
5(D rf 2 ) se ramènent à $(D ). Partons de l'identité 



2â\n)n^9 Jl /D\ i 



p l +P 

où p parcourt tous les nombres premiers et où la série du pre- 
mier membre détermine Tordre des termes quand on effectue le 
produit du second membre pour p = o; on en déduit 

-É(:)ï£»~Z-H>W 

* P 

et, en dérivant, 

u(D) i?„M P ) pt+9 __^y>- 



(*) Si l'on pouvait démontrer l'égalité des deux expressions 



!■.?©;=% « ?©,-% 



où les nombres premiers p vont toujours en croissant, il en résulterait, d'après un 
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Ainsi l'on aura 



<», . ni ^-«D,-5fê-k2(5)-5^. 

et (9) pourra s'écrire 
C-i-logM(/D^,i) 

ou, puisque les termes où ( — ] = o disparaissent dans le second 
membre, 

G + IogM(v/D^,i) 

d parcourant tous les diviseurs de Q. 
Or on a 

si p r est la plus haute puissance de p contenue dans Q (car le 



théorème général de Kronecker (Comptes rendus, 22 novembre 1886), que 
lim _<_ V (5\ .£!£«£= , m<p <n, 

P y~) 

la sommation s'étendant â tous les nombres premiers p compris entre m et n. 
Donc, dans un intervalle assez grand et assez éloigné, où par conséquent — tï<\ 

p -(p) 

est sensiblement égal à 1, la somme des logarithmes des nombres premiers pour 
lesquels /— ) = -hi serait sensiblement égale à celle des logarithmes des nombres 
premiers pour lesquels ( - ) = — 1 (Sitzangsberichtc, p. 211; iSSr>). 
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premier membre représente 2?(rf) étendue à tous les diviseurs d 
premiers à p, c'est-à-dire à tous les diviseurs de — t \ J- Donc 

CH-logM(/D,i) 

q * p=<M 7 V/>/ ^p-( Do ) 

Transformons l'expression Vcp(rf) logrf. On a, si d = q^qï* • . . , 

d 

^<p(rf)logrf = 2 ?(^^t , '"-) lo MÎ , ^t i "- 
<f A„A„... 

= ^ ( A » ,0 S^- h ^ l0 ^l- f ---)?(^i , )?(^î , )--- ï 
À„A f .... 

la sommation s'élendant à 

Aa=o, 1, a, ...,r a (a = 1,2, ...), 

et / a étant la plus haute puissance de y a contenue dans Q. Dans 
cette somme le coefficient de logy, est 



A, A s ,A t , ... A, 



Or on a 

2^i?(^î , )=?( < 7i)-»"' 2 ?(S r î)-^ 3 ?( < î r î)- h ---- f - r i?(^?) 

a, 

= q x — i -h 2?,(3r, — i)-h $q}{qx - i)-h...-h r,^-»^, — 1) 

Donc 

-2- V A,o(^.) = r,Q- -— ?'— Q. 



*5o DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE IX. 

et 

^ 2 c?(t/) logrf = 2 ralog ^ a ~"2 "ToT-V Iog ^ a 

rf a a 

= lo gQ - 2 t ~Yz— log ?> 

la sommation s'étendant à tous les fadeurs premiers distincts q 
de Q, et q r étant la plus haute puissance de q qui divise Q. Par 
suite, 

C-hlogM(v/D, i) 

Dans la dernière somme, qui s'étend à tous les nombres pre- 
miers, r est nul dès que p n'est pas contenu dans Q. On peut 
donc écrire 

C-hIogM(v/D, i) 



<7 



/? parcourant encore Jo*/5 les nombres premiers, ou, en posant 

<") yr-f^i„-fe^-^^=z(D.,Q). 



Iog^!) + Z(D iiQ ) = -U«2(5) — 1^. 



ou, d'après (io), 

f 19.) C 4- logM^DoQ», 1)-+- Z(D , Q) = 5 (Do) -h logQ, 

formule qui représente logM(\/D Q 2 , i) par /j(D ) seulement 
[voir (c>^]. 
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Pour le cas D = D , Q = i on a Z(D , Q) — Z(D , i) — o, el 

(12) devient 

C + logM(/LVi)-5(D ). 

En remplaçant ,)j(D ) P ar cette valeur dans (12), on obtient 

(13) log M^L) +Z (D ,Q )=l o g M ^'), 

y — D y— D 

formule par laquelle la valeur moyenne de l'invariant 



A'( o, o, 



4* 1 _ 

-6-h/I> b + y/D^ 



pour Tordre primitif est ramenée à la valeur moyenne correspon- 
dante pour le discriminant fondamental. On voit en même temps 
que l'expression 

est indépendante de Q. 

On peut aussi se servir de (i3) pour comparer les valeurs de M 
correspondant aux divers ordres du même discriminant. Soit, en 
effet, Q = dt = d K t s -, on aura, d'après une remarque déjà faite, 

M(/D, t) == M(/DÔ3i, 1). M (/D, /,) = M(v/lWf , 1), 

et d'après (i3) 

log --à!-^ •+- Z(D , d) --= log y , L ^ + Z(D , rf,) 
y 7 - D d* / " D o^î 

ou, en retranchant aux deux membres logy/ — D, 

J logfM(|/n,/)-hz(D , j^) 

m i ) 
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Ainsi l'expression 

log/M(/D,0+z(D ,Jy/^) 

a une valeur indépendante de t (diviseur de Q), c'est-à-dire indé- 
pendante de V ordre choisi pour le discriminant D. 
Si Ton se rappelle les définitions 

1ftg A'(o, 0,0)1,100 

(«5) { =-6^-- ,0 S-T- 

— 2 log JJ(i — ««*».*0(i - <? ,l,w '*0 [§28, (27)], 

IogM(v/D,0= -fi-, Jlog^^-O, 



Ui! = y U)j = 

1C 



on pourra énoncer ainsi le résultat (i4) : 

Si (a, 6, c) parcourt un système de représentants de 
l y ordre t pour le discriminant D, V expression 

où w <?s£ la racine de a + ftw-h c w 2 = o 7 dont la partie imagi- 
naire est positive, et ou q parcourt les facteurs premiers 

distincts dei/^—^ — q\ l q'j . . . , a la même valeur pour tous les 
ordres ( ! ). 



(') On a déjà trouve au § 13 une fonction jouissant de cette propriété. 
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La formule (12) peut encore s'écrire 

K(D)[C - S(D.) + Z(D., Q)] = 2 log tf (j*l3Î(î!*> /-D, 

tl t b,C 

K(D)[c - log/- D -+- {jji£-> -JogvTTDo- Z(D„, Q)] 

= y i g ^ Hwo^i^w i) 

tt,b,c 

( -ù+i/T) 6-h/fi\ 
I (Uj = _»_ -, u) 2 = I , 

ou, en échangeant « et c, 

2 log ?!<*13!ÔH> = CK( D) - K(D) logD.Q 
(.6) j + 3^>^^iT.-K(D)Z<D.,Q> 

I U), = , Wj= ). 



1 



§ 33. Conséquences et applications. 

D'après la formule (i5) du paragraphe précédent et la définition 
de logM(y/D, 1), on a 

- R -^ 2 21 ,og(i ~~ e,na>,,t '»(' - «««-i*). 

Or 

| g(i — 6 liitt} l lC/^(| M0 lffbl l lC/) 

= logVi— « c « c À'— « c e c / 

= -2e r cos 

\ c 

mmzb \ 



-e r cos -+-... h — e cos 

2 c m 
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Cl 

\* . ... . v^ i -z-s — » mnr.o., 
l jr( , _ e lnt* x tu )( , __ r î«w,a)i j r . _ a > .._ ^ < cos ( l ) 

1 m, « 

(W, /l -- I, 7. 3 3C) 



■ « > T S ( i(A)e c cos— - > 

+mà K C 






S,/(Â*) désignant la somme des diviseurs de /r, car le lerme géné- 
ral de la série double précédente se présentera pour chaque valeur 
de mn—k autant de fois que A* a de diviseurs n et chaque fois avec 

le facteur — ~ 7 • 
m k 

Donc 

j K(D)IogM(v/D, ,) 



Posons 



«. A, r 

(3) *,D.Q.,= j^ V "f >(„,, --^co.îf' 



ilblZ 

a,b,c n-l 

On aura 



(4 ) *( D Q«) ■+- V( n Q* ) --- log ^.(^0 _+_ Z(D(Jt qj 

/— D 

-, og W _(v^j) [§32, (i3)l, 
V — No 
c'est-à-dire 

4>(DoQ I )V(D Q*) = *(D ^)-+- l l r (I>o^ 1 ), 

Q, pétant deux entiers quelconques. Cette formule fournit une 
infinité de relations, entre des expressions numériques très diffé- 
rentes par leur forme. Pour mieux étudier le caractère de ces 
relations, cherchons des valeurs approchées de *F(D Q 2 ). 



(') La série double est absolument convergente. 
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Remarquons d'abord que S</(/i) est < « 2 , car si la décompo- 
sition de n en facteurs premiers est 



*=P k ÏPi È PÏ- 



on a 



S,, (m 



= TT£< 



n 



A+i. 



/?/-! 



et, d'après l'inégalité 



1 Pi—l Pi-l 

S,/(n)< JJ/>* A * o" S«f(#t)</i». 



Donc 



^-S</(/i)e c cos 



c 



nit/-l» 



Nous supposerons que l'on prend, comme représentant de 
chaque classe, une forme réduite, en sorte que l'on aura toujours 
(§ 6), puisque \b\ ?c< «, 

/-D 



4ac — i«^3c», 



S/3, 



V-? 



-t:/3 



Or on a en général, pour \x\ < i ( '), 



n = oo /! = • 

nx n -- 

n=k n=zk n=k 



d x k 



7 nx n = j? 7 nx"- 1 = a? j- 7 a?» = x -,- — ' 
^ ^ </a? ^ rfa? î - 



= kx k — f h i - l ~- - 



et, pour x < e~Wi <; o , oo433343, puisque la série est une fonc- 
tion croissante de x, 



V n * n = 2 < Ara?* -_ — 



i o,ooi33343 



oo4333/|3 k (1 — o,oo433343 
< &r* ( 1 ,oo4353 -h -/ 0,00437a j . 



343 )>j 



(' ) Le calcul suivant, qui diffère de celui de Kronecker, paraît donner une ap- 
proximation plus sûre. 



J-- 2071 

6e c cos 



Pour A* = a, 
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Ainsi : 

X- = i, 2 < i ,008720/^* < 1 ,009a?*, 

k = 2, 2 < 1 ,006539 kx k < 2,014a:*, 

k=. 3, 2 < i,oo58uA-ar* j 

* = 4, 2 < 1 ,oo5446te* < 3, 018a?*, 

k =^5, S <i, 005228 te* ) 

A : g 6, 2 < 1 ,004978*3?* < 1 ,oo5&r*. 

Donc : 

Pour k = 3, 

6.12,072 c c I; 

J 

Pour k = 1 , 

On en conclut qu'avec une erreur de ± jA j? Q1 x k 2 £ r 

la valeur de 4>(D Q 2 )-+- ^(DqQ 2 ) est, pour tous les nombres Q, 
approximativement égale à 



ou, en d'autres termes, que Jo*/s fe.ç intervalles compris entre les 
deux valeurs 

4>(D Q») 

+ KTD7Q-T) 2 » Srf(n)e C C0S "c" ± KTD7QÎ) * 2. « C 

/i - 1 rt, b. C 

ont une partie commune, quel que soit Q. 

Donnons quelques exemples. Soit d'abord D = — 3. 



§ 33. CONSÉQUENCES ET APPLICATIONS. i5y 

Pour Q = i, 2, 3 il y a une seule forme réduite qui est (f , i, î) 
ou (3, o, i) ou (7, 1, 1), et Ton obtient les résultats suivants : 

Q= 1, *(— 3) = ^g logi =-0,191712*9..., 

*T(— 3) = — 4 e-wifi-*- 6e-** v * = — 0.01722103. .. (k = 3), 
*(— 3 ) h- V(— 3 ) = - 0,208933 

le dernier chiffre étant incertain ; 

Q = 2, *( — 12) = î_Li? — | gl2 -+- ^ = — 0,20900865.. ., 
V(— 12) = 4e-**^*H- = 0,000075. . . , 

*( — i*) h- v ( — 12) = — 0,208933...; 

Q = 3, «K_a 7 ) = !^Z_|o|r. 27 -t- ,0 ji =-0,208933..., 

*F( — 27 ) est sans influence sur les six premières décimales. 

Les valeurs des trois expressions 

il /3 8 

_ l„p 3 , 

très différentes par leur forme, ont donc cinq décimales communes 
et fournissent par conséquent des équations approchées entre tt, 
g-irv 7 ^ log2, log3. Ainsi, en les multipliant par trois coefficients 
A, B, G qui annulent le coefficient de ^ dans la somme des ré- 
sultats et tels que A-|-B-f-C=o, par exemple par A = -^-> 
B = — i, C = ^> on a 

— x* — ix -+- 7* lo*T2 — - log3 = approx.o (< 0,0000004 ) 

pour x = <r*v3. 

S. m 
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SoitD = — 4- 

PourQ = i, D= — 4 il y a une seule forme réduilc : (1,0, 1). 

Pour Q = 5, D= — 100 il y a deux formes réduites : (25, o, 1), (1 3, 2, 9. ). 

Pour Q = i3, D = — 4.1 3* il y a six formes réduites: 

(169, o, 1), (85, 2, 2), (34, ± 2, 5), (17, zb 2, 10). 
On obtient les résultats suivants 

Q = 1, *(- 4) = ^ - log4 =-0,339097. . . , 

V/( — 4) = 4e-*n-h 6e~** = 0,0074907. . . , 
*(— 4>+- ^(— 4) = — o,33i6o6...; 

5 _ . 
Q = 5, *(— 100) = — H- - log2 — log 100 = 0,33lC0Ô27 

4 ^ 

tF( — 100) est sans influence sur les six premières décimales; 
Q = i3, *(-4.i3«) 

= ~ 7T -f- - log5 — - log2 — 2 log l3 =— 0,33l9I2O. . . , 

*F( — 4.i3*) = I eM^cos? -h... = o,ooo3o6 

(les autres termes de W( — 4> J 3 2 ) sont sans influence sur les six 
premières décimales); 

<!>(— 4.i3*)-h*F(— 4.i3«)= — o,33i6o6.... 
Les valeurs des trois expressions 
- — 2 log2 -+- 4 e-**-h 6e -411 , 

-r — -log2 — 2log5, % 

91 3. 2 . , . ., 4 • ,-, rc 

- m 7i - log2 h- - log5 — 5 log lin — - e-*» 6 *cos r 

00 2 J ij 5 

ont donc six décimales communes. 
Soit enfin D = — 7. 

PourQ=i, D = — 7 il y a une forme réduite : (2, 1, 1). 
Pour Q = 2, D — — 28 il y a une forme réduite : (7, o, 1). 
Pour Q = 3, D = — 63 il y a quatre formes réduites : 
(16, 1, iU8.ii.aM4, 1,4). 
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Les résultats sont les suivants : 

ri/- 
Q = i, *(- 7 ) = -^_I g 7 = o,56o5 9 8..., 

V(— 7)= — 4«- ,rl ^-H...= — 0,000982..., 
*( — ;) + V(- 7) = o,56i58o;..; 

Q = 2, <f>(_ 2 8) = !L|-2_i og2 8 = o,56i58o..., 

V(— 28) est sans influence sur les six premières décimales; 

Q = 3, *(-63)= 9 -^2 1 :+log2-5i OK 3_., og7= _. 0î5629679 . i#) 

air ^7 
V(— 63) = <f ~~*~cos^ -t- = o,ooi387r..., 

*(— 63) -h V( — 63) =o,56i58o 7 .... 
Les valeurs des trois expressions 



K V^7 

-3 ïog7-ïog<. 

9^/7 



3 7T>/7 



o a log7H-lo S 2-31og/5-4--^e * 

ont donc six décimales communes, et l'égalité approximative des 
deux premières montre que l'équation 

4 -r+e-'rrlogV^ 

a une racine très voisine de 71 y/7. 
Revenons à l'égalité rigoureuse 

*(-7)-t-V(- 7 ) = *(_28)-Mr(-28). 

On a déjà calculé 

*(-;) = f-log 7 . *(- î 8)=^_log 28 (x = - K fî). 
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On a ensuite 

V(— 7) = — 2 log TT (l — ijin/tf^+iJ) (i — e /nt/iV7-i)) 
1 

= — 4 log TT (l — C-*P*)(| -+- e-d/M-U-T), 
P 

w(— 28) = — 2 log TT (1 — **■*/./ vi») 1 

et, par conséquent, 

| — log 7 — 4 log JJ (I — C-*P*)(l H- c-Jl/M-Dx) 

= | - logaH — 4 log JJ (1 - e-***), 

1 

£ • 1 



ou, d'après les notations du § 30, 



et comme 



v* 



yxx 
l 

XX = — -> 

16 



Une application plus intéressante est la sommation, par des ex- 
pressions elliptiques très convergentes, de la fonction 

a<i»=-H{J5i-w=i>. 
-<»)-2(S)i-?B' " lD >- 2 (?)*!-"• 

1 V 1 

et, par conséquent, de la série peu convergente H(D). On peut se 
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borner à calculer 5(D ), puisque l'on a (§ 16) 

-"">'-n[-(^);][i(?') r ^|y-»<».>] 

(q parcourant les facteurs premiers différents de Q); 
donc 

Or, pour calculer 5(D ), on a (§ 32) 
' 3(D,) = C-*-logM(/DTï) 



(5) 



— 2 V logTT(i —e""-Mtf)(i — ««»<■>>* 

a t b,c 1 

= C -+- *( D ) -t- W( Do ) -+- lo S \f^D 

a,b,c 

rt, £, C » = 1 

4,o36 ^ - 1t|/r77 ' 



" = *-» nnj^hl 

€ C COS - 

c 

u,b,c n = l 



nbiz 



s ÏÏTTJ7)*Z e " (,) 

ti.b,c 

(s*<i). 



(') Les formules (9), (12) du § 32 donnent 

d 
(d parcourant tous les diviseurs de Q). 
Donc 

/i< D -Q')=-^îroi(7)— /ïïX +Z(I, -' Q)+ ^ ?(rf)5(D - d,) + ,ogQ 

(q parcourant les facteurs premiers distincts de Q). 

(') Dans un premier calcul assez différent, Kronecker trouve 4 au lieu de 4,o36 
(Sitzungsberichte, p. 214, 1889). La cause de cette divergence est une erreur 
légère que lui-même relève quelques jours après (p. 271). 



■A62 DEUXIÈME PARTIE. — CHANTRE IX. 

On obtient d'abord, quel que soit D , une limite inférieure de 
<5(D ) et, par conséquent, une limite inférieure de H(D ),cn pre- 
nant k = i et en choisissant toujours, pour représenter les classes, 
des formes réduites, ce qui donne 



4,o36e c i i,o3Ge-«^< 0,0175. 



On a ainsi 



Le minimum de — logx a lieu pour x = - et est > o,3o2()j 

on aura donc, pour chaque terme figurant sous ^ , 



__ log— ^ >o,i5* 9 7> 



et, par conséquent, 

kT57) 2- V— 65- ~ ,0? -^-j > o,35 297 , 

5(D )> C -h 0,35-297 -t- £0,0175, 

> 0,5772l5 -f- 0,353197 — 0,OI75, 

/j(D )> 0,912685 >-£• 
La définition de 5(D ) donne ensuite 
(6) -H(D.) = II(D )[S(D )-lop/~n ] f 

donc 

On peut écrire (6) sous la forme 

•=Tr,ii ( n.) r Sfn.) = y(Dî)*^!io B î^5 

^d \ n } n a 
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OU 

t v ^ \ « / n n 

1 

la précédente inégalité s'écrit alors 

JLy/5!)vE5lo j5 ^^>5LK(D.). 

21CJU \ /» / rc * /i io 

i 

Le premier membre est le second coefficient du développe- 
ment de 

i 
suivant les puissances de p. Le premier coefficient est 

<•> si (5) ^ -«•»•»■■ 

î 

Ainsi les deux premiers coefficients sont positifs et le second 
est supérieur à 0,912685. Ce résultat complète les recherches de 
Dirichlet qui avait seulement trouvé la relation (6). 

La première équation de ce paragraphe pouvant s'écrire 



4*** p 



K(D fl ) + pK(D ) 5 (D ) = pV, og ^l!_ 



<D t ) 



on voit aussi que les deux premiers coefficients du développe- 
ment de 



k±$)<*W- 



2 

1 

suivant les puissances de p, coïncident avec ceux du développe- 
ment de 

P 7 loK — ; 

Jm* A ( (>. O, 03], 0J 2 I 



26.Î 
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C'est ce que montrait déjà la formule (5) du paragraphe précé- 
dent. 

Passons au calcul de H(D ). La formule (6) donne 



Dcmc, en prenant seulement k= i, dans (5), 

— xy/— D Q yi /Dç\ log/i 

air ^d \ n / n 
i 

-2( ïï ^-lo B ^)+CK(D i) + M.o3622 1 

a,b,c (t,0,r 

Pour les cinq premiers discriminants fondamentaux 
-D =3,4,7>8> n, 
il n'y a qu'une forme réduite 

(i,i f i), (1,0,1), (a, i,i), (2,0, i), (3,i,i), 
et pour toutes ces formes c = 1 . Les valeurs de 



ff^ÎN 



6c n c 



w •- u> 



, |ogv/_ D , 4c <• 



sont 

Pour — D = 3 
» — D = 4 
» — D = 7 , 
» — D = 8 
» — D„ = 1 1 , 



0,35759$.. 
o,354o5o. . 
0,412357. . 
0,441240. . 
0,537632. . 



o,5493o6..., 0,0175..., 

0,693147.-, 0,075..., 

o,97ï955. . . , 0,00099116. . . 

I , 03972077 . . . , O , OO055934 . . . , 

l , l 9 8 94" 6 --- î 0,00011945.. , 



et, par conséquent, la valeur de — ~r 



"/-ft -log^+C 



est 



Pour — I) = 3. 
» -D = 4. 
» - D = 7. 

». — n„=r 8. 

» — D = 1 1 



o,3855o3.. 

o,238n8.. 

0,01661/. . 
--0,02 i?.66. . 
— 0,083629. . 
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Donc 

¥É (=r) -F =-° 1 3855o3 + S .o,o, 7 5, 

1 

ii(^)^— •>»..— 0,075. 

1 

t* *^ \ n / n 

î 

— N ( j — — = 0,021266 -h e.o,ooo56, 

1 

/ïïri/-ii\logn . ir 

- — > f I — ^— = 0,083629 H- e.o,oooia t 

-îît^+i. 

Pour — D = 3i il y a trois formes réduites 

(8,1,1), (4,1,2), (4,-1,2), 

et c prend, par conséquent, les valeurs i, a, 2. La valeur moyenne 
de _ 

6c b c 

est 0,688620. . . et logy/3i = 1 ,7169936 On trouve 

^Uy(=ii)!2Sf =o,45i.586 + ..o,ooo«, 



— 1<E<-M. 



On obtiendrait facilement des valeurs plus approchées. 



TROISIÈME PARTIE. 

APPLICATION COMBINÉE DES DEUX FORMULES 
DE KRONECKER. 



CHAPITRE X. 

NORMES PARTIELLES ET TOTALES. ÉQUATION DE PELL. 



§ 34. Application préliminaire de la seconde formule 
fondamentale ( « ). 

Convenons, une fois pour toutes, d'appeler racine d'une forme 
positive (a, b, c) la quantité bien déterminée 

— /, -*-(/0) 

w — , 

'2(1 

où la partie imaginaire est positive, en sorte que 

a 

est racine de la forme opposée (a, b, c). Je dirai quelquefois que 
w' est la racine opposée à co. 

Si deux formes sont équivalentes, leurs racines se déduisent 
Tune de l'autre par une substitution linéaire (§ 8, note). Nous 
dirons que ces racines sont équivalentes. 

Si (ù est racine d'une forme du type (a,o, c), /(w), 
/i(co),/ a (o)) sont réels et positifs. Si to est racine d'une forme 



(') Comparer Kroneckkh, Sitzungsbcrichtc, p. -M\ i««.'5; II. Weber, Ettip- 
tische Functioncn, § 113. 
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(a, b f a), la racine opposée est—* iw et — sont imaginaires 



-in 



conjugués, donc aussi e'* w et e w , donc aussi /i(w) et 

/(to)/ l (w)/ î (w) = /S 

montre que/(co) est réel et positif. 

Posons maintenant dans la formule (7) du § 28 

am* -+- bmn -+- en* = <}/, 
et soit 

a' m* -h &' m/i h- c /i* = <|/ 

une autre forme de même discriminant, telle que ,_ . et , 

aient une partie réelle essentiellement positive pour la même 
détermination de \J — D. Soient de plus 

W = ; , (0, = ; 

2C Z 1C 

les quantités correspondantes à co M o) 2 pour <!/, ayant comme coi, 
co 2 (d'après les conventions précédentes) leurs parties imaginaires 
positives. La formule citée donne 



Lm, « /n,/i J T 



la détermination de y/ — D étant la même partout. 

Pour me rapprocher des notations plus ordinaires, j'échangerai, 
dans ce qui va suivre, a et c. On a alors, au lieu de (1), les loga- 
rithmes ayant toujours la détermination de module minimum 

/o\ ,: m V[j ! 1 - ** ] n ~ a VC^i) r i'( t0 *) 

m 11 " 



m.n 



_ , <„ — . . 

:>. a 'à a 
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Prenons, par exemple, 

a'=2a, b' = b — 2a, c'= > b'* — £a'c'= b 1 — 4«c = D, 

, Wj + i , cd s — i a i 

a). = » a), = > — -. = — ; 

1 2 a a 2 

on aura 

,,(<*;) = 7j î^ii^i = «"»/( «,)/( ai,) (§ 30), 

/*\ li^VT l l 1 <* ,_ /(wi)/(Mt) 



m,n 



en supposant que a, 6, c et les logarithmes sont réels [/(<0|) et 

/(u> 2 ) sont conjugués]. 

Faisons encore 

c 
a'=aq, b'=b, c'= — > A' 1 — 4«'c'= 6*— 4«c = D, 

w, , co] ai 

w,-- — > w, = — , —; = —; 

on aura 



4- lM ' "(?H?) 



,4) ??.2[ï^-Ç^] =î ^ : D ,0 ' f ^ ',K»^i 



et, pour q = 2, 

ti\ i; m Vr f ' 1 4^ ,^ /i(u>i)/i( c«>t) 



m,/i 



en supposant toujours a, 6, c et les logarithmes réels. 

Supposons que A soit une forme arithmétique où 6 = o(modgr), 
c = o (mod</ 2 ), q étant un entier. On aura 

en posant 
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forme de discriminant D^"" 2 . La formule précédente donne alors 

-jsfZ^-G-''?*-)^} 



et comme 



lia, pV^-P ="£-., 

m, « 






(6) ^log^ili^iii = ii,„r\v.- P _i y^'-p]. 

L 'w, n m,n J 

Je donnerai de suite quelques applications immédiates. 

Soit Q impair et D = o(mod4)- On peut toujours dans 
A = (a, b. c) supposer a impair (§ 9) et c également impair 
[sans quoi la forme parallèle (a, b -+- sa, a -+- b -f- c) remplirait 
ces conditions]. On a alors dans (3) 

<J/ = (a', b\c')~ ho, 6 — aa, g "^ + C ) = (a, 6, c) fa, aX, §— ~) 

X=-(mod2) et o£Àli L 

car, si D=o(mod8), il faut /?E=2(mod4), donc b — 2a = 2X(mod4), 
et, si D = 4( m od8), il faut 6 = o(mod4), donc encore 

b — 2« = 2X(mod4). Comme (2, 2),, - ) est primitive, 

•V Test aussi et parcourt avec b un système de représentants de 
Tordre primitif. Alors (3) donne 



D 



la sommation s'étendant à un système de représentants <J* de 
classes primitives où a ctc sont impairs, le discriminant étant D. 
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ci> 2 est opposée à ^ et parcourt en même temps que co, un système 
de racines ; si donc on prend des formes opposées pour représenter 
des classes opposées, <0| et u> 2 parcourront les mêmes racines, en 
exceptant toutefois les racines répondant aux classes ambiguës. 
Ainsi, n'étaient les classes ambiguës, on pourrait écrire 

lit 1 - 

Si ']> est une classe ambiguë, ou bien cette classe admet un 
représentant du type (a, o, c) que nous prendrons pour ty et pour 
lequel tôt = a> 2 , ou bien elle admet un représentant du type 
(a, 6, a) que nous prendrions alors pour A et pour lequel 



On a donc bien en réalité 



— i 

0>I 



D Kll>, 






2 10*4^=0 ou n^ ): 



«o parcourant un système de formes »} = («, b 7 c), ainsi définies : 
Dans les classes non ambiguës a = c = i (mod 2); 
Dans les classes ambiguës ty = (a, o, c), (a, &, a) selon le type 
qu'admet la classe. 

Soit toujours Q impair et D = 1 (mod 8). On peut toujours, 
dans 4 = (a, 6, c), supposer a impair et, par conséquent, c pair, 
6= 1 (mod 4), sans quoi la forme (a, b -+- 2a, a -h b -h c), paral- 
lèle à («, 6, c), remplirait ces conditions. Alors la forme 

+'= (a', 6', c') = ha, 6, in = (a, 6, c)h, 1, 1=L- j 

parcourt en même temps que ty un système de classes primitives, 
et Ton a, d'après (5), 

(7) Vi 0ff ^î!^) = ^ 

Ici toutes les classes ambiguës admettent le représentant 
(«, b. à)\ mais, dans une forme de ce type, a est pair, puisque 

b* — 4«2 — 1 (mocl8). • 
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Considérons alors la forme parallèle 

[a,6-+-îae, e(ô-H2ae)], b + aae «3 — i (mod 4), e = ±i, 

et prenons pour A la forme complémentaire 

ty = [e(è -h aae), — 6 — aas, aj 

dont la racine est (o t opposée à to 2 . On aura 

/} 8 (wî)=/* 8 (^i). 

Donc, o>i parcourant les racines des formes »} = («, b, c) ainsi 
déterminées, 



JJ°/i 48 (wi) = »"*<»>, 



l'indice o signifiant que, pour les racines <o, représentant les 
classes ambiguës, il faut remplacerai par \^ff% 1 ou, u> parcourant 
les racines des formes 

(a, b -h iha, c -h /tô ■+- A 1 a), A = i (modo.), 

D 





I I /* 8 (ti>) = 7. ltK{ti) 



l'indice o marquant que, dans les classes ambiguës, il faut rem- 
placer f par \///\y ou, lo 2 parcourant les racines des formes 
(c, — 6, a), 






\\ /J i <Wl) = a ,tK(D >, 



Tindice o rappelant que, dans les classes ambiguës, on doit rem- 
placer / 2 par sjff\. 

On n'a été obligé de prendre les puissances 48 ièmes qu'à cause du 

ETCl 

facteur e u introduit par chaque classe ambiguë. Si donc il y a 
g= 2*" 1 classes ambiguës, X étant ?4i on pourra écrire 

D 



JJ7? («.> = >". 



CD, 

et Ton en déduira comme tout à l'heure deux formules analogues. 
Nous trouverons des résultais plus complets au § 39. 
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Soient plus généralement D quelconque etq^éi un facteur 
premier ou non de D n'entrant pas dans Q. Prenons pour »i 
une forme normale et posons 



*=(*** -45- )' 

To<X<i,X = - (mod2)l 



Nous aurons <|«p = <J/, car b = \q (mod2^); <!/ sera primitive 
dans (4) et, par conséquent, 

Si q est premier, donc ici impair, on pourra prendre pour ty une 
forme binormale. Le premier membre de l'égalité précédente peut 
s'écrire, comme on le verra au § 37 (3), 

(o parcourant les racines d'un système de formes A ainsi défini : 
Dans les classes non ambiguës, ty est normale ou binormale; il 

suffit même que b = c = o (mody); 

Dans les classes ambiguës admettant un représentant (a, o, c), 

'i = (a, o,c); 

Dans les classes ambiguës admettant un représentant (a, 6, a) 

ty = (a, 6 + 2a(e+[iy), a -h 6(e-h n$r)-h a(e -+- jiy)*), 
6-f-2ae==o (mod<7), s = dbi, afi-+-£ = o (mod3). 

On peut toujours prendre <j=8; si q = i (mod2) on peut 
prendre <x = 4î si q = i (mod4) on peut prendre <x=2; si gr = i 
(mod8) on peut prendre <r= i . 

Donc 



n D lîZAii = J* (D > 



lï) 

Prenons maintenant la forme ty = (a, 6, c) telle que a soit pre- 
mier àQ,^ = o (modQ), c^o (modQ 2 ). 

s. 18 
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On a dans (6), en prenant pour q un diviseur quelconque d 
deQ, 

d^-\ad,b,^\ = (a,b % c)(d, ld, -^ — j, 

X==D <f« (moda) et o^X<i, «W = Q, 

car 6=Xrf(mod id) puisque -^ est de la parité de -tj — 4 a ~j t =D ûP 2 . 
Donc 

w J m.n m,n 

d'où, comme précédemment, en posant 



D 

4* 



'(5)'(î).„ 






car, quand ty parcourt un système de représentants des classes 
primitives pour le discriminant D, <{/ 2 parcourt K .^ fois un sem- 
blable système pour le discriminant D (§ 13). 

On peut remarquer que, si l'on prend rf= Q, l'expression 

ou celle-ci 

[Dott" -i 

"r. 2 2 (amî4 -* Q,7m - + - cQî,i,) "* 1 " p - N(DoQ, ' Q) 

9 

(q parcourant les facteurs premiers différents de Q). 



est infinie comme une quantité indépendante do Q, ou, plus 



§ Xi. APPLICATION DK LA PREMIÈRE FORMULE (Q = ^«). 9.;5 

exactement, que tes deux premiers coefficients du développe- 
ment de 



? 

J 

7 



7 

suivant les puissances de p, sont indépendants de Q. 

§ 35. Application de la première formule de Kronecker 
au cas où Q est une puissance d'un nombre premier. 

Avant de traiter la théorie générale, j'exposerai d'abord d'une 
manière plus directe un cas particulier important. 

Supposons que Q se réduise à une puissance d'un facteur pre- 
mier positif y. On aura, en gardant les notations du § 19, 

D = DV = D ?* a <o, Q = ?*, D'sidnoda), I D 'l = JTl/>* T> 

i 

k ^ o, a ^ o, 
q pouvant être égal à a et, s'il est impair, étant l'un des |/>/|, soit 

On se rappelle que lout caractère peut se mettre sous la forme 

( — )> D< étant un discriminant fondamental, diviseur bi normal, 

de l'un des trois types D |, — 4D<h» 8D |, D | parcourant les 
produits des/?/ différents et l'unité ( , ). ïci les deux derniers types 
ne se présenteront que si a>i et q = 'à. Je désignerai par X 
l'entier minimum tel que D q 2 *= D' admette le caractère consi- 

déré (P«). 

Supposons d'abord a > o. Soit 

(') Le caractère qui est égal à +i dans tous les genres de D en verlu de la 
relation ( — )(— ) = i sera toujours remplacé par ( -)• Ainsi, pour le discrimi- 
nant D= — 3.2 9 , le caractère ( j» qui est égal à -f- i dans tous les genres, sera 

représenté par ( -)• 
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une forme binormalc de discriminant Dq~~ 2i (' ). Posons 

o^v<i, v = D(mod2), si q 9^ i\ v = ■— 2_ — (moda), si gr = j» | , 

et convenons de supprimer les indices nuls. ^21+1 et <?/ sont deux 
formes de discriminant Dq~' 2i . <J> 2 / + i existe et est d'ordre q tant 
que i est < a. On a toujours 

^i/«Pi =♦«-+■! = ^+f/+t, pour oli<a, 

car a est premier à q, et, puisque 

/; = o(mod^*a)= D(mod2), 

il est facile de voir que, même si q = 2, on a 
-p=v? (mod2?). 

Ainsi en particulier, si 7=2, a = 1 , D =i(mod4), donc 
D = 4(mod 16), b = 2(mod4), c == o(mod4), on aura 

(fl, 6, CM 2, 2, ^— j = f 2«, b, 5j = ^ l= 9 .^ 2 . 

Si D = o(mody), <|*ai+i, d'après la construction des formes binor- 
males, existe encore pour / = a, et l'on a 

Mais <î>2<x+i et cp a sont nécessairement primitives, puisque leur 
discriminant est fondamental. 

Soit maintenant a = o avec D = o (mod<jr). On aura, comme 
pour le cas précédent, lorsque i= a, 

<Wa= ty = («, à, c), <|*<p = <\n = fay, 6, | ), 

à et ^1 étant primitives. 

Ainsi quand D =o(modgr) et « = a, <L 2flt et i 2a +i parcourent 



(') Si 4*, C5t binormalc, <J/„- le sera nécessairement. 
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en même temps un système de représentants des classes primi- 
tives (§ 13). 

Quand ^2î-2 parcourt un système de représentants pour le discri- 
minant Dgr~ 2,+2 , <|> 2I - parcourt 

fois un système de représentants pour le discriminant Dy~ 21 . Si 
Dy~ 2/ est divisible pargr, on aura 

n= g en général, 

r/=i si D^-^= D = — g = — 3 ou si D?-» 1 = D = — ?* = — 4- 

Désignons par R[. n , R'^, . . ., R^ 1 ', n formes représentantes du 
groupe Ai des classes primitives de discriminant Dq~ 2i telles que 

Les // formes ^2?j-iR| y, (y = »)2, ...,//) étant équivalentes 
à ^2#- f ? on pourra, au lieu de prendre ces /•/ formes pour repré- 
senter n fois leur classe, prendre r,* fois A 2 i_.i d'ordre q\ la classe 
primitive correspondante sera représentée 77 fois par A 2 /. 

Supposons que <{> 2 /_i soit d'ordre ^, et considérons un carac- 
tère ( — ) appartenant à son discriminant Dy~ 2 ' +2 ; sa valeur dans 
la classe de ^ 2 /_ 2 est ( — -]• Soit e l £ k} sa valeur dans celle de R^. 
Si ( — ) appartient à Dy~ 21 , sa valeur dans la classe de ^ 2< _,RJ A ' 

sera ej* } ( — ) et, dans les r/ classes de &/, on aura 6^= + 1 § 19, 

fin, et § 21; ici d'ailleurs il n'y aurait de difficulté que pour le 

caractère ( — J • Si f — j n'appartient pas à Dy" 21 ', e^ (~) na 

aucune relation avec le genre de ^2/-i mais on peut affirmer que t^ 
prend dans les r/ classes de Jl/ autant de fois la valeur -+- i que la 
valeur — i . 

Cela posé, d'après les résultats du § 18, on a 

( l \ J a, b, c m,n 

^DlIpC^DOHp^aDÎ), 

D.D'^D, p>o, 
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en posant, comme au § 16, 

2 (?) *~ 1_p = h p (D)ï d, ° ù !i » h p< d > = 2 (r) i = H(D) ' 

et en marquant par un indice le discriminant auquel se rapporte 
la valeur t. D'ailleurs la transformation (17) du § 16 donne 



2(^)(a/n^6/nn+cn«)-«-p=23^p2( a,n ^ 2 mn + £ n% ) ' 



-i-p 



d m t n 

(p>o), 



d parcourant tous les diviseurs de Q. On en déduit, puisque a est 
premier à aD, si ( — J est un caractère pour les deux discrimi- 



nants D, -fi9 





2(t)2(Ç)<«* + *" , " +< ->-^ 

a, b, c m, n 

d K [ -tj I b c m,n 

d prenant les seules valeurs 

I, q, q* y ,.., </*, 

auxquelles correspondent 

&i=i r e 7 = — i y ^,1=^1 = ...= o 
et, par suite, 



i,6, c 
D 



= \* ( ~M 7^0^+ 6/n/i -h c;i*)-*-P 

r, V / D i\V/ ♦ b c ,\~ 1_pr 



h c 
7 '/' 
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D 

En désignant par N une sommation qui s'étend à tout un 

système de représentants des classes primitives du discriminant D, 
on obtient, d'après (i), 

ty m,n <J/ t m,n 

= 3 Hp(y'*D i )H p (y'«D* 1 ), 
<it <D7-« nq— 

2(£)2v->-^2(£)2*r-> 

tyt m,n <{/ 4 m,/i 

= 2Hp(^»-^D l )Hp(^a-»D ff 1 y-*), 



( ») 



»'/ 



-»{«-!)+■ 



-i(«~X) 






I = a 



H p (^«0i-4-i)D 1 )Hp(^+^D;^«-^*). 



Si X > o, puisque le caractère ( — ) prend autant de fois la va- 
leur + 1 que la valeur — i dans les r 0L _\ +i classes du groupe ^ft a -X+«, 
l'égalité suivante sera 



<*J 



D 9 -«(«-*> 



Si A = o, D fl est impair et ( — ) appartient à D . Alors la for- 
mule (1) donne immédiatement 



D? 



(6) 



2 (T)2fe l " p=al v i, i) i M |r iy- 1 ^ 



qui rentre dans la formule précédente. Éliminons alors toutes les 
séries, sauf la première, entre les égalités (3), (,{), (5), en remar- 
quant que, si l'on pose 



D;<7-*"a-i'= D„ D,D a rr \) q*\ l^q* = !>',, IV/*À = D'„ 



(8) 
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on aura, quel que soit l'enlier v^ i (§ 17), 

H p(î .v D;)= H p (D' 1 )[,-(^)^] ( 
H p ( ? .v D;)=Hp (Di)[,-(^)- I L- p ] ; 



il viendra 



(7) 



mu*-' 

x['+^+-+( ? èif)"" > "'] 

4-(^)ï](î^n 



ou 



2(Î)Z*-- 






-•^>^h(?)^][--(?)F?]-^ 



W 1+, p/ 






->) 



\ (A premier à 2D, représentable par 40, 

et cette formule convient au cas oùa = ^o avec 

D' = D 55 o ( mod q ) 

comme au cas où a = X = o et où q ne divise pas D, D pouvant 
d'ailleurs être égal à — 4 ou à — 3. La théorie des quantités e„ 
permettait d'écrire presque immédiatement (8). On le verra à un 
point de vue plus général au § 39. 

Il est évident que A peut être remplacé ans chaque classe par 
une forme équivalente. 
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§ 36. Application des deux formules fondamentales au cas où Q 
est une puissance d'un nombre premier. 

Il est maintenant facile d'introduire les fonctions elliptiques au 
moyen de la seconde relalion fondamentale de Kronecker. Nous 
supposerons maintenant que q divise D, c'est-à-dire que, si a = o, 

D =o (mod^r), 
et nous distinguerons trois cas. 



i° a > X. Nous avons trouvé au § 34 



U^'iîMîU 



log- 

a, i= rrr 



I rn y n m,n J 



<D t = 



W— D 



(1) 



^ = («,6, c), 6* — 4ac = D, fa, -, iîj = <}/„ 
a premier à y, à == o (mod^), c==o (mod^*). 






4? 
olXli, 1 = D (mody) si. 7 est impair, 

X==-7 (modgr) si q = a; 
4 



& étant une forme positive, ^ — D devra être pris positivement. 

Quand ty parcourt un système de représentants de l'ordre pri- 
mitif pour le discriminant D, <|> 2 parcourt r { fois un système sem- 
blable pour le discriminant — • On aura donc 

jL»_ y/EiWi !!! ?)"(? ) 



(a) 



=;™[i(^)i*--?ï(ï)i:H' 



car, a étant supérieur à X, D et ï)q" 2 , admettront tous deux le 



(3) 
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caractère (-tM quel qu'il soit, et ce caractère aura la même va- 
leur pour les r { classes du groupe & t . Donc, d'après la formule ( 8) 
du § 35, si a > i , et par conséquent r< = q, 



=^.„, (D -,„^,î(,-(^)^)(,-(l)^)(^)- 

*(-(?)ï)[(^r-(?wni. 

si a = i , donc r = q(\ — (""")")' on obtient une formule qui 
rentre dans la précédente. On a dooc r quel que soit a>o, en fai- 
sant sortir T D H p (D' 2 )f irië) du signe limite et en développant 
sous ce signe, suivant les puissances de p, 

V/ZTD^VA/ h q q(tt,)l)(«»,) 

Si D| ^é i , on aura, en observant que ( — — - ) — ( ~ ) esl 
toujours nul, 

yCTD^VÀ/ b q ^(«01(1(01,) 

<4) i -^»™»<".>H?))H?)) 

'.,-- > */- D , ^_*i^*, D,*,, D'.Di-D.,*. 

Si Dt = D 0< = i , donc X = o, ce qui est le seul cas à considérer 
pour les discriminants ne donnant lieu qu'à un genre, on a 

!)', = !, lim plll(i)= i ? D' 1 = D 1 =D . 
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Donc la dernière limite de la formule (3) est égale à 

(-(?)K- 

c'est-à-dire que la formule (4) convient encore si D< = i, pourvu 

qu'on y remplace l'expression indéterminée H(D|)(i — (~)) 

parlogi- 

2° a = X > o. Le caractère ( -r ) prenant des valeurs opposées 

dans les deux classes du groupe <ft t , on aura, au lieu de (a), en 
observant l'égalité (5) du § 33, 



4* y/p.\| 0C ' T, u) r 'Cg) 



•— ♦ 



(5) \ D 

= J i =.2(x)2 ,, '"'" p=î ' H(D ' )II(D '' ) 






(D l5 *i; D = D' ; X>o), 

et, puisque l'on a ici 

D'j==Dj==o (mod^), 

cette formule rentre dans (4). 

3° a = X = o, c'est-à-dire D = D , D t = D ol . D'après les fixa- 
tions faites au début du § 35, la forme <li=(aq, 6? -) sera primi- 
tive en même temps que ty = (a, b, c) et, par conséquent, la 
formule (4) <'u § 33 donnera 

"A ^ r, :\ q \ = ,im rUf-'-S+r'-'l. 



d'où 



-D^\A/ ° v / ? r 1 (o) l )r 1 (u> I ) 
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Si D< = i, le second membre est évidemment nul; supposons 
donc D, ^= i. 

Si D| n'est pas premier à y, D 2 = ^ l'est certainement, et 
l'on a 

m- (î)-(î)- 

Appelons D f - celui des deux nombres D,, D 2 qui est premier à q 
elD* l'autre. D'après les remarques faites sur Ja composition des 

genres, (t-M sera un caractère de ^ K et, par suite, en écrivant 
/^^A A / V»'.(»i)l(-i) 

^[i(?)2^?)itë)2H- 

L ^ rn, n y t m, n J 

on voit que, si ( — j= i , le second membre est nul ; si au contraire 
( — j = — i, le second membre est 

D 

ali ™2(T)2 ,1; " , " p=4H(Di)H(Dî) - 

Donc 

(7) <v /=7D^i\A/ /^((o,)^,) 

Cette formule convient encore si D ( = i , à la condition de rem- 
placer l'expression indéterminée II (D| ) ( i — ( ~ ) ) P ar 

o = log^sgna. 

Elle rentre encore dans la formule (4) puisque, d'après les hypo- 
thèses, on a ici 

D' = D == o (mod?). 
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§ 37. Simplification des formules précédentes. 

Transformons maintenant le premier membre des formules (3), 
(6), (7) du paragraphe précédent. Nous dirons que la racine (Oj 
de (a, 6, c) parcourt un système de représentants des racines des 
formes ty ou simplement un système de racines. Observons aussi 
que d>2 est la racine de (a, — b, c) qui appartient au même genre 
que (a, 6, c). Donc, n'étaient les classes ambiguës, on pourrait 
écrire, comme au § 34, en représentant par des formes opposées 
les classes opposées, 

yjq étant une racine arithmétique; le produit serait en effet réel 
et positif, l'a), et ito 2 étant conjuguées. Étudions les modifications 
introduites par les classes ambiguës, en reprenant les trois cas 
du paragraphe précédent. 

i° oc>Xdonc a^i. Considérons les classes admettant le type 
(a, o, c). On peut toujours supposer que a est premier à y, sans 
quoi on prendrait la forme équivalente (c, o, a) ( l ). 

Soit q impair. Puisque 4^ = D,onac = o (mody 2 ). De plus 



(a, o, c)ytsi(aq, o, -V 



Nous prendrons pour représentant de classe <i = (a y o, c). 

Soit q = 2. Si D = o(mod8), donc D = o(modi6) puisque 
a>i, on aura 



a==î (modsi)j c — o (mod4), (a, o, c)<poo f a«, o, - j- 



(') Lorsque D est pair et admet par conséquent le type (a, o, c), ce raisonne- 
ment suppose que q est premier ou puissance d'un nombre premier. 
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Nous prendrons encore if = (a, o, c). Si D = 4 (mod8), donc 
D = i (mod4) puisque a= i, donc D = 4(mod 16); on aura 

a = c==i (moda), a-4-c==o (mod4), 
(a, o, c)oo(a, 2a, c-\-a) y 



(a, 2rt, c + fl)oc^ h.a, a a, )• 



Nous prendrons if = (a, îa, c4- a). 

Considérons maintenant les classes ambiguës admettant le type 
(«, 6, a) où nous savons que a est premier à D, donc à q. 

Soit q impair, b -\- 2a ou b — 2a est divisible par q 2 , car leur 
produit est divisible par^ 2a el leur différence 4 «est première à q. 
On aura donc 

6-f-2tf&s=o (modflr 8 ), e = =fci, 
(<?, 6, a)oo(a, 6-f-2aE, e(6 + 2«b)), 

(2) (a, b-hiazj t(b -4- aae))<p oo( ay, 6 + aas, s )• 

Nous prendrons 

<J; = (a, 6 •+- aa e, e(6 -4- îfle)). 

Soit q = 2. Comme a^i, on ne peut avoir D = 4 (mod8) que si 
D =i (mod4). Donc le type (a, 6, a) ne se présentera que si 
D = o(mod3a). Alors b = 2 (mod4) et les deux facteurs 6-f- 2 a, 
6 — 2a sont =o(mod4). L'équivalence (2) aura toujours lieu, 
et nous prendrons encore 

ty = (a t b -h 2<zs, t(b -haas)), ê=±i ad libitum. 

Revenons maintenant à l'expression (1). 

Si (a, b, c) est du type (a, o, c), co 4 = w 2 et, par conséquent, 
les classes ambiguës représentées par (#, o, c) ne font aucune 
difficulté («). 



(») On pourrait alors évidemment prendre pour représentant (a, 6, c) au lieu 
de (a, 0, c), la forme (a, 2,ua, c h- \i*a) (ji — o (mod^)), car si o', est la racine 
de cette forme et w' 3 la racine opposée, on a, d'après les formules de transforma- 
tions, qui seront rappelées tout à l'heure, 

<tHi) 'ftMa ■■■(?) 

T i( w ',) T i( W ' { ) iCwjT.tw,) V(U,) 
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Si (a, b, c) est du type (a, 2a, c-f-a), donc 7=2, a = i, 
D = 1 (mod4), # = c = 1 (mod2), on a 

donc 

— V ■' -- 7 =/i(»i)/i(«»i-i-a)=/ï(«»i)« '»• 



•>H(0,)T)(U),) 

On peut seulement conclure 

les logarithmes étant réels. 

Si (a, è, c) est du type (a, 6-h2ae, e(è-f-2ae)), e = ±i, 
6-f-2ae = o(mody 2a ), considérons la forme équivalente (a, è, a). 

Soient co', ^7- les racines de (a, è, a), (a, — 6, a) liées à co,, <o 2 



— 1 
par 



— 1 

(I), = 10 g, (Oj = ; — h e. 



Posons, pour abréger, 

*(?Hî) », 

On aura 



M 



(co' — s\ /eto' — i\ 



Or la formule de transformation de la fonction r,(to) est 

E(* Ç «) = (£-* — W * e» r (^(*-*-p«)sgn«) si a=si(mod2). 

\Y / v « P / 
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d'où en particulier, on Ta vu, 

A ici 
ï)(w -4- h) = e li i\(ui) (h entier positif ou négatif), 



•nf-^M = (/— «w)ij(co). 
Remarquons maintenant que 



ta — e 

e • 



£b) — i _ q 

Qiù' U)' — E 

1 e -H ff ■ 

et que, par suite. 

Prenons la première expression de E( ^ ) qui laisse la 

liberté de faire q pair ou impair; elle donne 

<•)' ayant sa partie imaginaire positive, et l'on a, en posant 

«>'= re'8, o< <tc, 

- x TQ (l-S)Tf [ 

carie second membre, égala | \/r je'L* * J, a toujours sa partie 
réelle positive; donc 

De plus 

et, comme précédemment, 

(y/— iw') = (/w 7 )^ *. 
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Donc 



T)»((i>) 



Considérons alors la forme parallèle à (a, 6, a) 

(a, 6-4-aa(6-*- \iq), a -h 6(e -h \iq) -+- a(e-f- Ja^) 1 ), 

dont la racine est 

u> = u>' — e — (jl^t; 
on aura 

^«(a)') t,*(c*>-h s -+• \kq) *)*(<*>) ' 

On voit que si g est impair, en prenant 2[x -f- e = o (mod3), on 

aura 

6*=i; 
Si q = i (raod4), 

6»=i; 
Si gr == î (mod8), 

8=i; 
Si q = 2, 

6«=i(i); 

on a d'ailleurs immédiatement dans ce cas, comme au § 34, 
ou, en gardant les notations précédentes, 

M=/ 1 (0>'-6)/ 1 (=i+EJ, 

et, puisque 

M*±i) = €*»/(*), /( — i-j = /(«.), 



(*) Le calcul précédent ne suppose pas 9 premier; donc, si^so (moda) n'est 
pas premier, 6 a = 1. 

S. IQ 
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introduisant alors la forme 

(a, b-hzpa. a -h {jlô h- fjt»a) p =3(mod6), 

parallèle à (a, b, a) et dont la racine u> est liée à to f par la rela- 
tion 

Ci> = O)' [X, 

nous obtenons 



On a donc, d'une manière générale, 

\j£à\A/ 6 ^7 3 (u) 1 )r 4 (oj ï ) 

- b .nrîlîH2)l (î) ->n[rSIl (î) , 

(o parcourant les premières racines d'un système de formes primi- 
tives ty = (a, b, c) ainsi définies : 

Dans les classes non ambiguës, a est premier à ff , è = o (modgr a ), 
c==o (mod<7 2a ); 

Dan s les classes ambiguës, admettant un représentant (a, o, c), 
^ = (a, o, c), sauf si D =i(mod4) et a=i, auquel cas 
<|* = (a, 2a, c + «); 

Dans les classes ambiguës admettant un représentant (a, è, a) : 

Si y 5^2, 

6-H2ae = o(mod3r*a), e=dzi, 2p -h e == o (mod3); 

Si y = 2, 

^ = (a, b -4- 2ae, ê(6 h- 2ae)), E=-hi. 

On peut toujours prendre <r= 24; si y= 2 et D ^i i (mod4), 
a^ 1, on peut prendre <r = 8; si q ee i (raoda), on peut prendre 
c = 4; si q = 1 (mod4), on peut prendre 9 — 2 ; si q = 1 (mod8), 
on peut prendre or = 1 . 
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2 a = X]> o. On obtient de la même manière la formule (3). 
3° a = X = o. Pour l'exactitude de la formule (6) du § 36, il 
suffit que l'on ait, en posant ty = (a, b, c), a premier à q, 

b = o(modq), c==o(mody), 



donc - premier à q et 



^tS)(aq y 6, °-y 



Considérons les classes ambiguës admettant le type (a, o, c), 
a étant premier à q. 

Si q est impair, on prendra ty = (a, o, c) comme dans le cas 
a>l. 

Si q = 2, il faut distinguer : 

Si D = D = o(mod8), on aura, dans (a, o, c), 

c == a(mod4), 
et l'on prendra encore ty = (a, o, c). 

SiD = D = 4( m od8), 7 — — l ( m °d4)) onaura, dans(a,o,c), 

a === c = i(moda), a -h c = 2(mod4), 

et l'on prendra ty = (a, a a, c 4- a). 

Considérons maintenant les classes ambiguës admettant le type 
(a, 6, a). Elles n'existent ici que si D^4(mod8) f et alors 
a = i (mod2), b = o(mod4). On prendra 

^ = (fl, 6 + 2ae, e(6 + 2ae)), 6 -+- aae = o(mod^), e=dbi. 
On a alors, au lieu de (3), 

Toute l'analyse précédente demeure inaltérée si l'on y remplace 
q par une puissance de q et D par D P a , P étant premier à q. 
Les formules (3) et (4) subsistent donc encore dans cette hypo- 
thèse qui se présentera au § 40. 
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En réunissant les formules (3), (6), (7) du paragraphe précé- 
dent et en tenant compte de (3), (4) et des relations 

D, = D; f -««-X), D = D, D; = D, DjtfHa-X), 

D .,D i= D.,«, (*)-(**)■ 

on obtient la formule suivante qui convient encore si D = — 4> — 3 : 

-*J?(-(*))H*))"<»»"<">» 



21TZÇ 

SiD,= i, 



H(D' 1 )(i-^)) = logisgBa; 



(5) 



a = 2*-* si gr ==i(mod2') sauf si D = 4(mod8) avec q = 2 auquel 

cas a = 24 î 
a) parcourt les racines d'un système de formes ^ ainsi définies : 
Dans les classes non ambiguës <|s est binormale ; 
Dans les classes ambiguës admettant le type (0,0, c), <j> = (<*»<>, c), 

sauf si D == 4(mod8) avec q = 2, auquel cas <j> = (a, 2a, c-\-a)\ 
Dans les classes ambiguës admettant le type (a, 6, a), 

^= (a, 6-f-2a(e-H jx^r), a + 6(s + jjL^f)4-a(e+ \tq) % )\ 

e = ±i; b -f- lat = o(mody a "»- 1 ); 

2(i -H e = o(mod3) si 7^2; f* = o si q = i. 

Si \ = o, on peut supprimer les accents, et de même si q = 2 
et X > o, car alors D t e= 4( m od8) ou = 8(mod 16), et, par con- 
séquent, 

D 1 =D , .==o(mod2), Dj= ^^- ~ D; = o(modi). 

Dans le cas q — 2, on a 

M = /i(«i)/i(io,) = /(»',)/(«;), 
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ti>\ étant la racine de 

(a, b -+- 2 \ia, c h- \s.b -»- fx*a) fA = i(moda), 

et w' 2 la racine opposée. Donc, dans le cas D = 4(mod8), en pre- 
nant / au lieu de f h et, dans les classes ambiguës, ty = (a, o, c) 
ou«j/ = (a, 6, a) selon le type qu'admet la classe, on pourra faire 
o* = i . Dans les classes non ambiguës on prendra alors, au lieu de 
(a, 6, c), 

(a, b -h 2 fia, c -+- fi£ -+- fi*a) fi = i(mod2). 

Soit maintenant <I>((d) une fonction quelconque de la racine o> 
d'une forme <|* qui parcourt un système de représentants de l'ordre 
primitif et supposons qu'on ait 



D 

2(T) Iog * (w) = logF(D,) ' 



le second membre étant connu pour toutes les valeurs D, définies 
précédemment. On pourra calculer la norme de la fonction 
<I>(<i>) étendue à toutes les classes d'un genre quelconque G. Soit, 
en effet, A un nombre représentable par une forme de G; on 
aura 

< 6 > i(T)(è) ,o ^ (w >=®^ F < Di) - 

Considérons alors le produit 

n(i-+-c,), 

où C, parcourt tous les caractères fondamentaux indépendants en 
nombre X — i, X étant le nombre des caractères fondamentaux. Le 
nombre des termes de U sera 2*" 1 = g, g étant le nombre des 
genres. 

Cela posé, on peut faire parcourir à ( — \> en conservant à D< 

sa forme de diviseur binormal, tous les caractères résultant des 
produits des caractères fondamentaux indépendants en y ajoutant 

l'unité (-)> c'est-à-dire tous les termes du produit II développé. 

Écrivons donc l'égalité (5) pour toutes les valeurs de D l ainsi 
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obtenues et ajoutons. Si l'on désigne par C lA , C /Ao les valeurs du 
caractère C/ dans les classes qui représentent respectivement A, 
A , on voit que le coefficient d'une quelconque des fonctions 
log$(o>) sera Iï(i -f- C lA C lA< ). Or celte quantité est nulle si C /A 
est différent de C lAo pour une seule des valeurs de i et égale à 
2*~* = g si C /A = C /A< pour toutes les valeurs de i, c'est-à-dire si 
la forme représentée par w appartient à G. Ainsi on aura, au pre- 
mier membre de la somme des équations (6) 



$^log<I>(co) = flogJJ*( 



w)< 



la sommation ou le produit s'étendant à toutes les racines co qui 
représentent les classes du genre G, et au second membre une 
quantité connue. 

Appliquant ces considérations aux résultats précédents on 

pourra calculer les normes de ^** ou de /7(<o) ou de/ <T (<o), 

relatives à un genre quelconque. 

Si toutes les classes sont ambiguës, cas où il n'y a qu'une classe 
par genre (§ 21), on aura la valeur même de ces fonctions pour 
chaque racine représentante to. Si l'on se borne alors à la classe 
principale dans le cas D = o (mod4), on aura 



S' *(£). r(£). 



^(v/D) 

et puisque t ( — J * tj {\/ft), f\ ( - — )> /(y/D) sont réels on pourra 
prendre <r = i . 

On sait que, si D=5o(mod8), / 2 M 1/7) et, siD = 4 (mod8), 

/ a4 (l/7 ) est un invariant de la classe principale (§ 29). On 

pourra ainsi calculer ces invariants. 

Une induction d'Euleret de Gauss limiterait à 65 le nombre de 
ces discriminants remarquables qui sont =o(mod4) et pour 
lesquels toutes les classes sont ambiguës. Ce sont les suivants, 



2° -4-42, -i 
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où le fadeur 4 a été séparé afin de laisser en évidence les nombres 
qui se trouvent dans les Tables de (iauss : 

/— 4.1, —4.5, — 4.i3, -4.*i, -4.33, 

1-4.37, -4.37* -485, -4.93, -4.105, 
1 < 

(— 4-i33, — 4.165, — 4.177, — :4« 2 53, — 4.2/3, 

— 4.345, — 4357, —4.385, —4.1365; 

ces 19 discriminants sont de la forme D = D =4P> P= — i(mod4); 

4.6, —4. 10, — 4.22, — 4-3o, 
•4.58, — 4.70, —4.78, —4.102, 
( — 4-i3o, — 4- *90, — 4-aio, — 4«33o, — 4.462; 

ces 1 5 discriminants sont de la forme D=D = 8P, P^± i(mod4); 

30 ) —4.3, —4-7» — 4-i5, —4.12, 

/ —4.28, —4.60, — 4-U2, —4.240; 

ces 8 discriminants sont de la forme D = D 2* a , D = i (mod4) ; 

4° -4-4, -4.i6; 

ces 2 discriminants sont de la forme D = D 2 2flt , D = 4P> P = — * 
(mod4); 

-4.8, -4.24, -4.4o, -4-48, 

— 4.88, —4.120, —4.168, —4-232, 

— 4.280, —4.312, —4.408, —4.520, 

l —4.760, —4.840, —4.1320, —4.1848; 

ces 16 discriminants sont de la forme D = D 2 a , D ez= o(mod8); 
a = 3 pour D = — 4 • 48 ; a = 1 pour tous les autres déterminants 
de cette catégorie ; 

6° —4.9. —4.45; 

ces 2 discriminants sont de la forme D = D 3 2 , D = 4P, P = — 1 

(mod4); 

7° -4.i8, -4.72; 

ces 2 discriminants sont de la forme D=D 3 2 , D = 4P? P = ± 1 

(mod4); 

8° —4.25; 

ce discriminant est de la forme D 5 2 , D = 4P» P = — (mod4). 
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La formule (4) permet de calculer les invariants / 24 , f\* pour 
les 60 discriminants des cinq premières catégories. 

M. Weber le premier (*) a établi par une voie différente, du 
moins quant à la forme, plusieurs formules remarquables relatives 
aux cas particuliers q = 2, D = D =o(mod4)et q = 2, D = D 2 2 , 
D =o(mod8). La formule (4), qui les contient toutes, en est 
aussi une généralisation. 

C'est également IVf. Weber ( 2 ) qui a le premier calculé au 
moyen de ses formules les invariants des classes principales pour 
47 des 60 discriminants signalés à la fin du paragraphe précédent; 
les 18 invariants qui échappaient à son analyse ont été déter- 
minés ainsi que 4° autres par divers procédés qu'on trouvera ex- 
posés dans les Mémoires de Téminent géomètre ( 3 ) ou dans son 
beau Livre Elliptische Functionen und algebraische Zahlen 
qui contient une Table des résultats obtenus jusqu'ici. 

§ 38. Applications numériques : /(v^T), /iCv 7117 »), /(Z 11 ^)» 
/i(/-48), /,(/-6o), /i(|/=^ïï), /t(/=Ï45). 

Prenons comme exemple ceux des 65 déterminants singuliers 
pour lesquels M. Weber a dû recourir aux équations modulaires. 
Nous aurons à appliquer la formule suivante 



D =D 2 J «==o(mod4), 
— s i(mod4), 



D 
4^°' 

D 



D 

7""' 



*log 



^log 



#l°g 



/(v/Ïd) 



A =2fJ^W;lH«>.»H(D,)(,-(5 ! ))(,_(î !j ). 






(•) Mathematische Annalen, t. XXXIII, p. 390; 1888. 

(») fbid., p. 4o6. 

(') fbid., p. 408. Acta matliematica, t. VI, p. 329; t. XI, p. 333. 
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où g désigne le nombre des genres, où D< parcourt l'unité, les nu- 
mérateurs symboliques de tous les caractères indépendants relatifs 
au discriminant D et leurs produits (sans répétition de facteurs), 
où X est le plus petit entier pour lequel D 2 2X admette le caractère 

(— h où D l D a =D 2 2X , où enfin, si D,==i(i = i, 2), on devra 

remplacer 

H ( D <)[ l -(ir)] P ar log^sgna. 

V* 
D = — 8; D, = i; g = \\ 

log^^=o, /tG^Ï) =a . 
D = — 12= — 3.2 a ; D! = 1 ; ^ = 1 ; 

or 

H<-3)= H=|)logE(-3)= I H=*> f K(-3)-i (i); 
V — 3 3 /3 

donc 

, ° gZ ^ I) = g ,0g î' ^^3) = ^. 
D = — 4.a*;D, = i;^ = i; 

Iog M^L) = « H(-4)/4l ogj. 
et comme 

K(-4)=^-^logE(-4)=i^^, K(-4)=., 
V4 a VI 

log^^ = ilogi, /!(•=!) = 8. 



(•) Voir les Tables de Gauss; Werke, t. II, p. 4^9 et p. 5a 1 ( Berne rkungen). 
Il faut pour s'en servir tenir compte des remarques faites au début du Chapitre II. 
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D = — 7.a*;D, = i;^ = i; 

u,^a-^^H(-,)[.-(=z)]u,i-.. 

donc 

D = -3. 2 »;D, = -4^=a; 

Or, on a 

K(-3) = K(-4) = i, K(ia) = a(«), 

K(, a )=i±/Î2 = a + /3=(i±^; 
donc 

1 /i(/— 1^) i, 1 i, 4-+-/Ï2 
al0g Vs = 6 log ^4 log — T- J 
et 

/?*(/TI5) = 2 io(* + /s)» = *(,+ /5) 6 . 
On peut aussi se servir d'une formule de duplication donnée par 



(*) Voir les Tables de Gauss {IVerke, t. II, p. 475). On peut aussi se servir de 
la formule du nombre des classes 

K(D )logE(D )=-2](T) 10gSin ï: (D °>°>' 

qui donne ici 

. 5it 
sin — 

K(i2) logE(ia) = alog %2 



sin — 
12 



et, comme on a 



sin^=sin(45M-3o-) = ^£, sin* = sin(45-- 3o») = Û+£, 

K(l2)l0gE(l2) = 2l0g 4 "*"/ I2 , 



on voit sans peine que 



K(I2) r= 2, E(I2) - /| " f "/ 12 » 



§ 38. APPLICATIONS NUMÉBIQUB8. 299 

M. Weber. On a 

(i) /?(<■») -+-/,*(<») =/»(<»). 

d'où 



D'après la valeur trouvée pour /(y/^ï) (§ 30), le radical s'annule 
pour ù> = ^ — 1, et comme le premier membre croît indéfiniment 
quand q s'approche de zéro par des valeurs réelles et positives, il 
faut prendre le radical avec le signe -+-. Donc, d'après (i), (2), 



./!<»)- ^' ( %ffi^ . 



ou, en multipliant les deux membres par/ 24 -f- \]f' lh — 64, 
/««)/♦(»)[/"(«) ■+■ •/»(») = 64] = 32. 

On aurait de même, en faisant passer ff au lieu de/ 8 dans les 
seconds membres de (1), (2), 

flWftMi/rW + l/f }'{») + **] = **• 

On a d'ailleurs 

/i(a»)/i(«) = ^ («). 
Donc 

(4) 2/8(20>) =/*(0))[/»(c0) -h •/»(<») -64l 

(5) VK*«) = /«»)[// f (») ■+■ •/? 4 («)-«4]. 

Ces formules fournissent /«(^ — 4#0 quand on connaît/(y/ — m) 

ou/,(^— m). 

Ici, en élevant (4) au cube, on aura, puisque / 3 (\/ — 3) = 2, 

8/f *(t/ =: Ï2) = a*[a*H- /a«— 64]* = a 7 (i -h V^) 6 , 



( ! ) Voir Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, § 29, et, pour le 
calcul actuel, § 96. 
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D = -4.2 4 ,D, = 8, g=*; 

a log /l(t/ ~ l6) = -i-H(8)H(-8)/0+^-H(-4) t /4lo 6 I, 
y/2 4i 4 11 a 

K(8) = K(- 8) = K(- 4) = 1, E(8) = 6 W* = (,+ ^)', 

3log /.(^) =log 0Wj)!, 

On retrouve aisément cette valeur par la formule (5). 
D = — 7.2*, D l =— 4,^=2; 

le second terme est nul, et Ton a 

K(- 4 ) = i, K( a 8) = 3 , E( 2 8)= , -^i^8 = ^5)!. 
Donc 

valeur que fournit encore la formule (5). 
D = — 3.5.2 2 , D l = — 3, g = 2-, 

^log^^ = Iv^H(-3)H(5)^[i~(=i- 5 )]H(-i5)/751ogi; 

le second terme est nul, et Ton a 

K(-3) = ,, K(5) = ,(>), E^ 3 -^*^^)'; 



(*) K(5) se déduit de K(ao) au moyen du groupe Si qui ne peut ici contenir 
qu'une classe, puisque K ( 20 ) = 1 . Donc K(5) = K ( 20 ) =1. 
Les Tables de Gauss donnent K(ao) =1, et Ton a 

■•(5, «(i^)"»!!^ = .(„,. 

On peut d'ailleurs obtenir ce résultat, ou s'en servir pour trouver E(ao) au 
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donc 

/»(/Zrr5) = v^(i4-v/5). 

D = — 3.2*; (-— ) est toujours égal à -+-i; il reste à prendre 
D t = i, — 4> 8, — 8; g = 4, et Ton a 

4log/^> 

= 7 i-H(-4)H(i2)/4^+ 7 i-H(8)H(a4)v/8^4 



Or 



-i- H(— 8) H(a4)/8.a4 -+- ^-U(- 3)/3^ log - 

4lC 47C 2 



K(- 4) = K(- 8) = K(8) = 1, K(a4) = K(- »4) = K(48) = a, 

E („ )sB Lt^î = , + ^ = û±^)! f E(8) = e + V8 = ( l+V r a )», 



Donc 



E(a4)= 'Q-<-V»4 = (3H-/6)' 

2 2 



4log^S = llog(a+/3)+Ilog( 1 +^)Vliog^^- , + Ilogi, 



/ ? *(/^48) - .-*-(, + /3)'(i+ v^)'(v^ H- •S)*. 
On peut aussi partir de la formule * 

»/?(><">) =/i'(<">)[/, M (<«>) + •/,"(<») +64]. 

moyen de E(5) en partant de 

v \ \a/ a/ logE(ao) 'logE(ao) 

K(5) est le nombre h' des classes de seconde espèce de déterminant 5, d'après 
la notation de Gauss, et ce nombre est ici égal à celui de h des classes de pre- 
mière espèce ( on a h = h' si T a — DU* = 4 est résoluble en nombres impairs, h — 3 h' 
dans le cas contraire; voir Dirichlet, Vorlesungen ûber Zahlentheorie, § 151). 
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qui, pour co = \Ji2,ff A (^ — ia)= 2 7 (i H- y/3) 6 , d'après l'identité 



\/fî k W-i*) -*- 64 = 8^417 -+- 24o/3 = 8(i5 -+- 1 1 y/a), 
donne 

8/?K/ = ^) = ^(i + /3) î [^(i + /3) ï +8(i5 + n^)] ï , 

D = — 3.5.2 4 ;D l = i, — 3, — 4> 12; # = 4î on a 

4log M^) = I/l5H(-3)H(5) 

-h -^ /£ëo* H(- 4) H (60) -+- -î- /TaTÏS H(ia) H(— 20); 
4it 4 ^ 

K(5) = K(- 3) = K(- 4) = 1, K(- 20) = K(ia) = 2, K(6o) = 4, 

B(5)-Lt£, E(6o)= 8 -^, E(„,-i^; 
donc 

/.(/ZTëS) , (i-t-t/s)* 1, (/3-/5)* , (! + •§) 

4 g, ^ï — = 3 6 — r - ^ ~*~ â g — r^ +1 °e a ' 

/r (J=to) = »»d + •*)*(» + /3)'(v/3 + •5)*. 
V^ //«(^ëS) = (> + /5)*(i + /3)'(/3 + y/5)'. 
En partant de 

et en observant que 

/*(t/375) = v^(i+V5), 



V 7 /^/ 11 "^) — 64 = 8v/i5o3-<- 672/5 = 7/T5 -h i6/3, 
on obtient 

/?* (/^6Ô) = a*(i -+- /5) V (î8 -4- 12/5 H- 16/3 -4- 7/Ï5)* 



§ 38. APPLICATIONS NUMÉRIQUES. 

D= — 7. a ; D i = i, — 4, 8, — 8; g = k\ on a 



3o3 



4log /! ^ " a = -^H(-.4)H(28)/4.a8+-l-H(8)H(-56)v/8.56 

y^2 4* 4^ 

+ J_H(-8)H(56)/836- + -iH(- 7) [,-(=Z)]logI, 
K(— 4)= K(-8) = K(8) = i, K(a8) = K(56) = a, K(— 56) = 4, 

E( 2 8)=^^ = (^)\ 

E(8) 



6 -4- 2 v/8 / /-\i 



OU 



nv^ 3o-h4v/56 / /- \ 2 

E(d6) — — ^ — = (2 /a -+- 7J • 

Donc 

4 , og M£E^ 

résultat qu'on pourrait encore obteDÎr par la relation 

a/f (v^TT^) = fi (/=~Ï8 ) [/f * (/=l8 ) H- v//f 4 (/-"â8") + «]. 

D=— 3.5.2°; D| = i, —3, — 4, 8, 12, —24, —8, 24; 
g = 8 et l'on a 

81og /i(/^ = JL % /33 H(_3)H(5Ï 

H--L/87T5 H (8) H(— i5)H-~/244^H(— 24)H(4o) 
4 tc 4^ 

-h-i-VÊÏto H(— 4)H(6o) -+-^-/îâT2ÔH(ia) H(— 20) 

4*71 47? 

■+-7Î-/S7Î2ÔH(-8)H(iao) -+-^H(a4)H(— 4o), 
4ir 4^ 

K(-3) = K(-4) = K(5) =K(-8) = i, 
K(8) =K(ia) =K(— i5) = K(a4) =K(— a4) 

= K(-ao) = K(4o) =K(— 4o) = a, 
K(6o) = K(isoï =4; 
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E<5) - 1^5 = (i±^)\ E(8) = *±^ = (. + ^)', 

E(, 3 )= 1±/» =a H-v^, B(M>=IÏ±|J® = (£t£)\ 

E(6o)=^ = (^)* ; 

E(4o) = M±|^£ = ( 3 ^ v ^)' I E(. î o)=^±^ï^ = (v/5 + •6) , • 
Donc 

/a 
= I log '"^ -4- a log( i -+- /a) -H a log(3 -+- /îô) -f- log - — — ^~ 

-h log(a 4-/3) + 2 log(v/5 h- v/6) -h a log a y 6 , 

/a 



ou 



/i«(v/=^) 

= a^(i + /5)(i + vWi + /3T(3 + ^ 

Les résultats précédents concordent avec ceux obtenus algébri- 
quement par M. Weber dans les Mémoires déjà cités. 

§ 39. Normes partielles et totales dans le cas général. Solution 
de l'équation de Pell par les fonctions elliptiques. 

Je partirai encore de la formule 

\V )L- J F(am ! + bmn -+-c/i l ) 

d 
où a est premier à Q, b =2 o (modQ), c = o (modQ 2 ) et où l'on 
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suppose que F jouit de la propriété 

F(xy)=F(r)F(jr)\ 

enfin d parcourt tous les diviseurs de Q. 

Soit ( — ) un caractère de D, D, ayant la forme de discriminant 

diviseur normal ou binormal. On aura, en ajoutant les équa- 
tions (i) écrites pour toutes les classes et en tenant compte du 
théorème sur le groupe A,i (§ 22), 

i'i(T)2(ï) F(rt, " ,+ * ,nn+c ' ,sr, ~ p 



1 a y b,c 

(*) { 7» 



-2-"<"^ 2 (ï)2'(---5— ►*•■)• 

Posons 

s»,(Q«)=2 (jï) 1 2à{ ( Ti) V{amt+bmn+cn%) 

u,b,c 

= x u Hp(D|Q«)Hp(D,Q«) > D|D 1= =D, 
i> 

v D (Qï) = V / l\ V F(am*-hbmn-hCFi*), 

tt.b,C 

donc 

S D| (i)=S Dl (i). 

L'équation (a) pourra s'écrire 

d, d' 
n 

le symbole V désignant en général une sommation s'étendant à 

or,*' 

tous les diviseurs x de n (xx r = n). 

D'après le théorème rappelé sur le groupe </!,/, les 2 Di (d' 2 ) 

dont l'argument est tel que D d' 2 n'admet pas le caractère (~ ) 

disparaissent. Nous conviendrons que S Di (cl'' 2 ) signifiera o dans 
les mêmes circonstances. A cause de la propriété dont jouit F, 

S. '-'° 
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on déduit de (3), en vertu d'une proposition démontrée dans la 
théorie des quantités e„, 

(4) kUw>~ % { ^kU^Ï 

Des équations (3) et (4) je tirerai deux conséquences impor- 
tantes. 
Prenons 

et posons 






I N(D Q»,D„ 7 )=-^ 

(5) \ 

q divise Q (alors r = i) ou est premier à Q et divise Dosa/uacotr 

aucun diviseur carré (alors r = a); 

o>i opposée à wi parcourt les racines d'un système de représentants 

binormaux ^. 

Je supposerai toujours que le troisième argument de N est 
soumis aux mêmes conditions que q. Si q est premier, ou puis- 
sance d'un nombre premier, on aura (§ 36) 



(îbis) N(D Q«, I)„ ?) = V* ■— ■ ■ ' ^^ 






(*) 



o) et o" ayant le sens expliqué dans la formule (5) du § 30. 
Supposons d'abord que q divise Q = Q'q- 
On aura 

,», N,D. V ,0 1 ..,)-limU,(Q')-i j Jp-^«,(2I)j 

I 



OU 

NCD.Q», D„ q) 

\ 

(7) 



u* u i 



ou, en désignant par 0(D,, cl) une quantité égale à 1 quand le 
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caractère (—M appartient au discriminant D ûf 2 et à zéro dans le 
cas contraire, 

l N(D Q«, D„ ?) 

I l * 

\ u-,n r VVÛ(Di.rf) II p (D,rf«)Hp(DoDï-«^; 

! = K( I> II1T1 S > — ., , -J — ; 

(8) /' 9=o]^à d'*+*P K(D d*) 

I i y t iw ,Q(D,, d) Hp(D 1 ^)H p (D D7»^) ) 

, d, d' / 

formule d'où Ton déduirait, pour q premier et Q = y 2 *, la for- 
mule (5) 'du § 36, en observant les relations 

K(D ) _^TT/, /IW!\ i \ a 
K(D rf*)" fl llV V /> ) P')**.# 
P' 

(/?' parcourant les facteurs premiers distincts de d). 

Supposons maintenant que q soit premier à Q et, par consé- 
quent, divise D sans avoir aucun diviseur carré. Si q est premier, 
l'un des deux nombres D f ou D D7* Q 2 , que nous désignerons par 
D/, sera premier à q. Si q n'est pas premier, cela n'aura pas lieu 
nécessairement, mais nous ferons cette hypothèse. On aura alors, 
comme dans le troisième cas traité au § 35, 

N(DoQ*, D 1><7 ) 

_r /D,\ / D„D,'Q« \-1 ^ iO(D,,(i)n f (î) t efi)H 9 (D <> D^'d'-) lrt /' /D„ ( /i\ i\ 
~V \<l) \ 9 )\p™*2* ^ 1+, P IIV \p')p')' 

d, d' »' 

La fonction N jouit de la propriété presque évidente 

^K(D Q^Î) K(D Q*?Î<7Î) K(L>o<^7Ï<7Î) 

où les dénominateurs disparaissent si q K = q^. 

La remarque que, si Q t est premier à Q 2 , les .diviseurs de Q t Q 2 
se composent des produits de ceux de Qi par ceux de Q 2 , conduit 
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à des transformations variées de (8), qui sont avantageuses lorsque 
( — J est un caractère de D . J'en ferai ici une application en dé- 
terminant les normes complètes des invariants f et f i} c'est-à-dire 
les produits de ces invariants quand l'argument parcourt un sys- 
tème de racines représentantes. 

Soit ( — j un caractère de D , et supposons q premier, ne divi- 
sant pas Q" et Q = Q"<7 a . Les diviseurs de Q se composant de 
ceux de Q" multipliés par i, q, q 2 , . . . , y a , on aura 

y T Dftrf , H p (D l ^)Hp(D,Df'^) 

2dd'*+*P K(D d*) 

d,tt 

_ /_J_Y V Tp " rfl *yPi^)Hp(DoDl'^) 

-\ q Mç>) 2àd'*+*P K(D ^«) 

•*■?=[ , + ^5p• , "■■■" H (5^p) a " , ] 

( I ~(y)^p)( l ~( " y /^p) y T Dtrf , H p (D,rf«)Hp(D t D 7 'rf>) 

'Il d, d' 

En transformant de même la dernière somme figurant dans (8), 
en sommant les progressions et en faisant sortir ( f j du signe 
limite, on obtient 

"Td?^, j. , /HaaM^a i 

( W / y ' 

d'où, en particulier, 

■G) 



\ y / <i 

et, pour q = i, 

D 



(.!') 



L»'"""'-(.î)J 
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On a vu (§ 31) que, si D = o(mod4), / 21 ( w ) ou fï*( i0 ) ou 
fl *(w)est invariant de classe, selon que la forme dont w est racine 
a ses deux coefficients extrêmes impairs, ou le premier impair et 
le troisième pair, ou le premier pair et le troisième impair. 

Or, quand l'un des coefficients extrêmes est impair, on peut 
toujours changer la parité de l'autre au moyen de Tune des deux 
substitutions 

( co, w -+- h ), ( (o, h ) » 

V »/ 

/# — 3 ( modfi), 

et Ton aura, en posant 

tu -+- n = w , /* = w , 

eu 

Ainsi, en remplaçant les formes représentantes par d'autres pa- 
rallèles, on pourra de la norme de l'invariant/, 2 * ou fV déduire 
celle de l'invariant/ 24 , et réciproquement. 

La formule (io), qui s'applique aussi au cas particulier étudié 
incidemment au § 34, contient les diverses formules établies par 
M. Weber d'une manière toute différente, bien que le point de 

départ y soit toujours, du moins pour le cas — = i (mod8), la se- 

conde formule fondamentale de Kronecker. 

On pourra maintenant, si q est premier ou puissance d'un 
nombre premier, exprimer au moyen des quantités K(D ( )E(D|), 
K(D 2 )E(D 2 ), comme au paragraphe précédent, les normes rela- 
tives à un genre quelconque des fonctions 

Ainsi, pour le genre principal, on aura en ajoutant les équa- 
tions (5) écrites pour toutes les valeurs de (—M (c'est-à-dire 
l'unité, les caractères indépendants et toutes leurs combinaisons 
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2 à 2, 3 à 3, . . .) 






^ étant le nombre des genres et la sommation du premier membre 

s'étendant à toutes les racines représentant le genre principal G^. 

Si chaque genre ne contient qu'une classe, on aura ainsi la 

fonction — q )x elle-même. Si chaque genre contient plus d'une 

classe, on pourra dans certains cas, en employant des équations de 
transformation ou d'autres équations particulières convenablement 
choisies (• ), éliminer tous les facteurs de la norme sauf un, et, par 
suite, calculer celui-là. 

La seconde conséquence que je veux tirer des équations (3) 
et (4) est comme la réciproque de la première. En conservant 
toujours la même spécification de F, les équations (3) et (5) s'é- 
crivent 

H p (D,Q»)H p ( D,Q») ^, s Di (rf.) 

( ,3) T,, '«' ïï(W) == 2* tdd ' kTiv?ïV 

en supposant que q divise d! et que le caractère (—) appar- 
tient à D rf' 2 . 

On aurait de même 



( 
ou 



5) ii»[z Dl (^)-J^2s Dl (.)] = N(D f .f. l D lf ir; 



r f ^.(cf») Si> t (D i _ N(Doflr»,D„flr) 

Cela posé, nous supposerons toujours, pour simplifier, que ( — ) 



(') Voir, pour quelques evcmplcs, ENiptische Functionen und atgebraische 
Zahten, §§ 97, 98. 
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n'est pas égal à 4- i dans toutes les classes, c'est-à-dire D< ^ i, et 
nous distinguerons deux cas : 

i° Q ^6 ï. Supposons d'abord que ( — ) n'appartient pas à D . 

On a alors 

S D| (i) = 2 Dl (i> = \(D rf'î, D|, i) = o, 

et Ton lire de (i3), (16), en remarquant qu'ici D t et Q sont ^ ï, 
donc D < — 4 et ~ = **» 

aH(P l Q»)H(D t Q») _ V ,/ * \(Do<f», D <f <f) 

d,d' 

D< et D 2 étant de signes contraires, cette relation fournit l'ex- 
pression d'une unité fondamentale à discriminant positif par des 
fonctions elliptiques. 

Comme on peut variera l'infini ces expressions, on aura autant 
de relations entre ces diverses fonctions elliptiques. 

Remarquons en passant que (11) donne immédiatement 

N(D Q',D|,Q) _ ^ 2 ll(D,^)H( D t ^V 
d 
Si (— ) appartient à D , S Wi (i) n'est plus nul et Ton aura, 
d'après (1 3) et (16), 

2lI(DiQ»)H(D 1 Q'> 

K(D) 
Q Q 

d,d' f/,rf' 

ou 

, aH(D l Q«)ll (l) t Q«) 

K(D) "" 

-V- /-a N i r) J ,r/ 'lL r) li r/ l ) . aH(Dj)H(D f Q_«) Y £ rf 



Q 



2 N(D rP,D 1 ,rf') 



,,8) ' =2"« K ( D ^ 

d f d' 

2H(D 1 Q»)H(D < Q») 
+ QK(D ) 



n(-i) 



nH^no-m?) 

(/? parcourant les facteurs premier? distincts de Q), 
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et Ton a encore une expression de H(D< Q 2 ) H (D 2 Q-) par les 
fonctions elliptiques. 

On pourrait également employer la formule (9). 

2 Q =r 1 . 

L'emploi de la formule (9) est ici nécessaire. Elle donne, 
comme au § 35, 

N(D , D,, q) 

) = ( , "( , ^))( l_ (^)) TH(D, ' ,H,l)J, • D,D S = D = D, 
* (le second membre est nul si Dj = 1). 

Si D =o(mod'4), on pourra prendre 17=2, et Ton aura, 
puisque D 2 est pair, 

j N ,„.,n,.. ) .-^,„ e nr/^]' ïl =s,,„(,-^)) 
) = (— (^ ë ))' h " >, "" d,) 

\ (le second membre est nul si D| = 1); 

ou, en remplaçant les formes dont o> parcourt les racines par des 
formes parallèles, 

En faisant parcourir à ( — l ) toutes ses valeurs et en sommant, 

on pourra parfois réduire le nombre des facteurs /(to) qui figurent 
dans le premier membre en conservant dans le second membre 
une seule unité fondamentale. C'est ce qui aura lieu, en particu- 
lier, quand ( — ) n'est égal à — 1 que dans un seul genre et, par 

conséquent, lorsqu'il n'y a que deux genres. 

Enfin, pour le cas D = D , on peut en toute hypothèse se servir 
avec Kronecker (*) d'une formule qui résulte immédiatement de 



(*o) 



(') Voir Monatsberichtr, ib janvier |R63: Sitzungsbericlite, p. 779; 18R.V 
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la relation fondamentale 



iim — - -h - Lia/n*-*- bmn ■+■ c/i*)-i-p 

p=oL p ** J 

= -2r , (i)-log^--r J *(o)i)T J *((o 2 ), 



écrite pour toutes les classes, ce qui donne, en multipliant par ( -r ) 
et en sommant, s'il y a plus d'un genre, 



» 

— Iim JV / -- I N (awt ! + bmn -f- en 2 ) l ~? 



a, b, t 
I» 

a, b.c 



OU 



( M ) -^= Y (^la, r ' (wi ^' , = tH(D,)H(D i ). 

Cette formule donne en tout cas l'expression de l'unité fonda- 
mentale E(D/)(D| étant celui des deux nombres D,, D À qui est 
positif) par les fonctions elliptiques. Les formules (19) (20) (21) 

fourniront cette expression quand ( -7-^) ou ( — joiif — ) est négatif. 
Les formules 

* =D "/n \ / 1*H\ 
(23) K(D )logE(D ) = -2 (t) 1os (l ~ € "' ' Do> °' 

j K(D)logE(D;=Qri(i-(!j!)l)K(D Q )logE(Do) 
\ (q parcourant tous les facteurs premiers cliiïcrents de Q), 

fournissent la solution de l'équation de Pell par les fonctions cir- 
culaires quel que soit le discriminant. Les formules (22), (24), et 
lorsqu'on y choisit convenablement q, les formules (19), (20), 
(21), (24) fournissent également celle solution par les fonctions 
elliptiques. 

La formule (17) peut être considérée comme une généralisation 
de la formule (22) de Kronecker. Elle fournit à elle seule la 
solution de l'équation de Pell pour le cas d'un discriminant quel- 
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conque sans le secours de la relation ('if); mais surtout elle in- 
troduit pour exprimer celte solution une série nouvelle de fonc- 
tions elliptiques. 

Il est presque inutile de faire observer que la réunion des for- 
mules précédentes fournit une infinité de relations entre des fonc- 
tions elliptiques et des fonctions circulaires. 

Si Ton se rappelle que 



11Z»Û 



r ( (w)= e u rjd — < 



i 



on voit que l'approximation obtenue, en remplaçant r 4 ((o) par 

e ll , sera souvent suffisante pour donner une idée de la grandeur 
du second membre de (22). On a alors approximativement 

D/1C 

•"'-"»<»«-#b2(!ÏK-V- 

ou, puisque t~ 2, en général, 

ft. h, r 

et si D, > o, D 2 < o, 

(ai, K(D„Io g E,D„= .-"-^ V (^(^-^a). 



i K(D,) K(D f ) lo R E(I), ) lo ? E( O* ) - >.*. V (^)( ~^ n -llo»rf), 



«, ft. < 



§ 40. Applications numériques : fW— 9), /1 (y — 18), /(v 7 — a 5), 
/(v /:r TT), /.(Z^), fxW=w) K(53). 

Nous sommes maintenant en mesure de calculer les invariants/* 
ou/, de la classe principale pour les cinq discriminants 

— 4.3«, — 8 3 2 , — 4.5», — 4-5.3*, -8. -2*. 3*, 

qui échappaient aux formules du § 38. Afin de mettre en évidence 
le mécanisme des diverses transformations, j'établirai d'abord en 
détail, pour chacun de ces cinq déterminants, la formule particu- 
lière qui donne la valeur de l'invariant correspondant. Je montre- 
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irerai ensuite comment les formules générales du paragraphe pré- 
cédent fournissent immédiatement la solution. 
J'emploierai les notations suivantes : 

? a, ù, c '«," 



l>„Q 



vq 1 * = 51 2 (ï) lam * + ^^ - t - c,iî) " 1 "" p ' 



<i,b,crn y n 



V / Ql ) = V V ( a/H* -h 6//m -4- C/l» r l ~P 
<i, b,cm t n 

[a étant premier à Q, b =s o( modQ), c -o(modQ 2 )] 
ainsi que les formules 

»*».*> - i( D #) îk - «n [- (7) ?'-] ,if< "- 1 

1 v 7 

(7 parcourant tous les facteurs premiers différents de Q), 

H (D)=H(D), 

„ ( D,= *gj.o|B(D,. 

/d,(Q*) - ïH(D,Q*)H(D,Q»), ^i D ' = D » ( i* = D 
(t se rapportant au discriminant D), 
S p (Q') = -Hp(D 1 Q')H p (D î QV), 

A<Q?>=2j.-7in ?M>)' 

/d (Q 2 ) el 'fi»,(Q 2 ) lovant ôlrc remplacées par o quand ^J 
n'est pas un caractère du discriminant DoQ 2 , 

," D = — 4.3 2 . Il n'y a qu'un caractère indépendant ^ }> 
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et Ton peut écrire 

/- 1 ('9) = ?-j(9) = -H(- 3.9)11(12.9). 
Les deux classes représentâmes seront 

0, 0,9)00(1, - a, 10), ( 'li, 8, 5) 00 (>, — 2,2). 

Appliquons la formule 
_Jr_ io<T /(a>i)/(to t ) 



= lim \ (a m 1 -4- 6//i/i -4- c/i* )~ ï P 

— lim \ *2a/ii s -h (A — ia)mn H ; /1* 



On aura successivement, pour les deux classes représentantes, 
en remarquant que pour (1,0,9) ^i = w 2» q ue pour (5,8,5) 

w 2 = — et que, par conséquent, dans les deux casy(w a )=y(<0|), 
T" lo e ' w 9/ = limS(/n , -h9n s )- , -p— lim S(2#n* — imn -+- m 1 )"-?, 

J y/2 p=o 0=0 



S*. 7 \ 5 y 



T lo; 



= lim 2(5 m* -4- 8/m -+- 5rt 2 )-'-p — lim £( 10 m 1 — a/n/i H- i}- ,_ P. 
p=o p=o 

En ajoutant les deux formules multipliées par ( ) et ( -r- )• 

puis en les ajoutant simplement, on obtient 

3 L e yi ° vï J 

= ■20-3(9)= i- H(— 3.9) Hd'2.9), 



§ 40. APPLICATIONS MMÉHIQIKS. 3 I ~ 

Enfin, 1'uddilion de ces deux équations donne 

^l og /^l?) ==x H(-3.9)H(«2.9) = 2H(-3)H(i2) 

K(-3) it K(i2), Tn-Uy/Tï 
t/3 3 v / 1 . 2 -i 

On trouve dans les Tables de Gauss 

K(-3) = i, K(y±) = •;., 

et par celles de Legcndre ( * ) 

T = 4, U = i. ' 
Donc 

C'est bien la valeur trouvée par M. Weber à l'aide des équa- 
tions modulaires de Schlaefli ( 2 ). 

La formule (9) du § 39 donne immédiatement 

^log^2-(.-(=2)).H(-S.S.)H(4.3-.S.). 

2 D = — 8.3 2 . Le seul caractère indépendant est ( )> et 

l'on a 

/- 3 (9) = ?-*(9) = * H(- 3.9) H(24. 9 ). 

Les deux formes représentantes seront 
(1,0, 18), (2,0,9). 

En employant la formule 

4 * iog / l((l>t) / t(a> *) 

( c \-t-p 
2 ' 



(') Théorie des nombres, 3« édition, Table X (à la fin du premier volume). 
( a ) Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, § 97. 
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on obtient 

3v/a /â P = o p = o 

-^log *^ (,7 = limS(9m»-+- 2*' )-'-p — lim £( 18 m* -4- /i»)-»-p 
3/ï /a P=° P=° 

et, comme tout à l'heure, 

if_.o g AL^) = 2 H,-3)H(M) = ^^ ) io R l±^; 

3/2 V* 9va 2 

or 

K(a4) = a, T = i 9 , L=2: 
donc 

ffW^VÎ) = a*(5 -h 2 1/6) = a'*(|/ï -h /3) 1 = |/a"(a + •5) 1 , 

/»(/-"T8) = ^(a + /6). 

C'est encore la formule trouvée par M. Weber, au moyen des 
équations de Schlaefli (*) ; 

La formule (9) du § 39 donne immédiatement 

.^log ^^T l8) ==aH(-3.3»)H(8.3-i.3»). 
y — D /2 

3° D == — 4-5 2 . Le seul caractère indépendant est (-)> et 
l'on a 

/ 1 (25) = çi(a5) = xH(5.a5)H(— ao.a5) = t H(5) H(— 20). 
Les formes représentantes seront 

(1,0, 25) 00(1, — 2, 26), (2, 2, i3)oo(i3, 24, i3). 
Par la même formule que dans le premier exemple, on obtient 

^T log 4 T- 2 = nm S(m«H-a5/i«)-i-P— lim S(2m«- 2/>i/i-+-i3/i*)-i-p. 
5 /» p=o p = o 

= lim 2(i3/n*-+- 5o/w/i-h i3 w a )— *— P — lim S(-26/n ! — 2//1/1 -h/i*)- 1 -?, 
p =0 p = o 

(') Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, p. 372. 
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puis 
— \o« '' 'V — i =4H( j)H(— ao) = t K(5)K(— ao)log — ---*-. 



D 



'a 



Or 

K(5; = i, K(— ao) = a, T = 3, U=i 
Donc 

La formule (y) du § 39 donne de suite 






= \oç J v — '- =aH(5.5«)II(-4.5- | .5«). 



4° D = — 4-5.3*. Les caractères indépendants sont (-)< ( — : )• 
et I on a 

/.(o) - <p.(9)- ^r££y - 9 ?<•> = ?*<»> - 5 ?•< 

= alI(5.g)H(-36.9), 

/•(') = ?i(0, 
/-i(9) = ?->(9) = * H(- 3. 9 ) H(6o. 9 ), 
f-it(9) = ?-u(9) = * H(- i5.9) H(ia. 9 ), 

Sp<9> = Wg£pV>- 

Les formes représentantes sont 

( i, o, 45)oo( 1,-2,46), (5, o, 9)oo(5, — io, ij), 
(23, 44, a3)co(23, —a, a), (7, 4, 7) 00 (7» - «°» »°)- 

La même équation que dans le premier exemple donne 

3/5 B {/a" 

= lini2( /n*-i- 45/i 2 )- 1 -p — IimS( 2 m*— am/i ■+- a3n î )- , ~P, 
p=o p = o 

=5 lim2(5/w*-h g/i*)- 1 -? — Iim£(iom* — io/?i/i -+■ 7/i*)- , -P, 
p=o ' p=o 

(') Flliptische Functionen und algebraische Zahlen, § 97. 
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4* , 



/(==^D 



p=o p=o 



3/5 ° {/• 

(23w« = 

i^.o g iL_^ — 2 

3/5 /2 

= lim2( 7/71*-+- 4/w/i-h 7/i*)-i-p — HmS( i^m* — iow/i -4- S/i 2 )- 1 -p. 
p=o p=o 

)' ( T~ )' (tt)' l"^) et a j oulons '» '' 

viendra, en appelant pour abréger Jes premiers membres des équa- 
tions précédentes L,, L 2? L 3 , L», 

I-i — I-2 — Lj~h L v = 27-3(9). 

Multiplions par (-)> ( -)> (^7) , ( _ ) ct ajoutons : 
Li+Lt— L s — L* = 2^5(9). 

Multiplions par (— ^-)» (-- — )> (~~T~) , ("^T") et ajoutons : 

Li — Lj -t- L 3 — L* = o. 
Enfin ajoutons simplement : 

Lj -+- Lj -+- L s -+- L 4 = Iim[2 p (9) — Sp(o)] = o. 
p=o 

La somme des quatre égalités précédentes donne alors 

-^log^S^=2 ? .,( 9 ) + 2 ?8 (9) 
'3/5 v'â 

= a/-a(9)H-»/i(9)-*"^/i(n 

= 4H(-3. 9 )H(6o.y) 

-h4H(5.9)H(-36. 9 ;-h5lI(5)H(-4); 

-^log^î^î^ = H(-3)H(6o) + ^H(5)H(--4)-hÎH(5)H(-4) 

3/5 v 2 9 9 

K(— 3) K(6o) tt. T + U/rw 

v/3 /Go 3 * 

K(5) K( — 4) -, T-t-U/3 
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or on a 

K(-3) = K(-4) = i, K(5) = i, K(6o) = 4, 
T-4-Uy/6Ô = 8 -4- y/(V5 = , ,-- T-t-Uy/5 _ 3 -+- y/5 = / î-j-y/s V 

2 ~~ 2 ~~ "* ' « ~~ 2 \ 2 / 

Donc 

^(•^5) = a (^') , (4 + /T5) ! 

/•t(/T45) = 8 (a + /5)* (4 + /Ï5)' 

La formule (9) du § 39 donne immédiatement 

^lo B ^sg2)-(.-(=î))aH(-J.J.)H«.5.»-.J.) 

+ ( 1 _(|))[ î H ( .,H ( -4.,.^,(.-(=fi)i)_ 
-H *H(5.3»)H(— 4.5.5-«.3*)| 

= 4H(-3)H(6o)h- Jh(5)H(-4)+ jH(5)H(-4)- 

5° D = — 8. a 2 . 3*. Les caractères indépendants sont (-)> (— — ) 
et l'on a ( a ) 

/.(36)= <p,(36)— - ?8 (4), 

/•<4) = ?i(4), 
/_,(36) = <p- J (36)-| ? _,(9). 

/-»(9) = ?->(9). 
/-«(36)=<p_»(3G), 

S p (36) = i:p(36)- T1 ^V9'-^r p £ p(«)-»-3cïîpV'). 
. S p (9)=£ p (9)-^p2:p(i), 



2 



S P (4)= VO-JiïpV 1 )' 

/n,(i) = ?«,(•). 

Sp(i) = S p (i). 



C 1 ) C'est le résultat obtenu par M. Weber au moyen des équations modulaires 
irrationnelles (Acta, t. XI, p. 379). 
(' ) Si l'on veut, par manière de vérification, établir en détail toutes les formules 
S. 21 
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On en tire 

o-i(36)=/- t (36)-hi/- i (9), 

0-3(9) = /-»(9). 
?8(36)=/ 8 (36)-4-^/ 8 (4;, 

?s(4) = /t(4), 
Sp(36)=Sp ( 36)+^Sp( 9 ) + ^Sp(4)^3gLSp(i) f 

£p(9)= Sp( 9 ) +^pS p (i), 

2 P (4)- S p (4) -+-T^pS p (i), 

formules que l'on aurait pu écrire de suite d'après la théorie des 
quantités e„. 

Partons alors de la formule 

1 / b c \ _| -P 

= lim 2(am*-+- bmn -h en 1 ) 1_ P lim S ( a/zi^n — mn + 7 nM , 

p = •>< p - \ * 4 / 



dont les suivantes sont des combinaisons linéaires, il faut observer que, pour le 
discriminant D = — 8.a 3 3 a , il y a quatre classes représentables par les formes sui- 
vantes 

(8, o, 9) 00 ( 8, 16, 17 ) 00 ( 17, 16, 8)00(17, 4.72, 17.72), 
('4» 4» 19) c>r> (19, 3' 4 , 19)00(19, 20.72, 379.72), 
(8, 8, 11) 00(11, 1$, 11)00(11, 16.72, 4ï9-7 2 )* 

que pour le discriminant - = — 8.3* — - 72, il y a également deux classes re- 
présentâmes par les formes 

(1, o, 18)00(19, ao.36, 379.18), 

(17, 4.36, 17.18) 00(11, 16. 36, 419.18), 

que pour le discriminant — — — 8.2 a — — 3a, il y a également deux classes repré- 
sentables par les formes 

(1, o, 8) 00 (.7, ',.2.',, 17.8), 
(19, 20.24, 379.8)00(11, i6.2'|, 4 I 9-8). 

enfin que pour le discriminant - = — S, il n'y a qu'une classe représentable par 
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qui donne 

Ht. V/ D '\l„ CT /' (u> ' 

w W T 

1) 



» 4 

eu parcourant les valeurs définies dans les paragraphes précédents. 
En ajoutant les formules correspondant aux diverses valeurs de 
D| = i, 8, — 3, — 24, on obtient 



les formes 

(1, o, 2) 00(17, 4-12, 17, 2)00 (19, 20.12, 379.2)00(11, 16.12, 419.2). 
On aura, par exemple, pour la troisième classe («), 

\ ( — Higm'H- 20.72 mn 4- 379.72 /i*)-»-? 
= 2(19/11*4- 20.72/71/1 4- 379.72 w 2 )~»-? 

— yjî- 2(19/71*4- 2o.36/7i« 4- 379.18/1-) 1 -? 

— 2(i9/7i , -+- 20.24771/1 4- 379.8 #i J )-»-p 

4- 2g^ S (l9/n*4- 20. 12 771/14- 379. 2 /?')-'-* 
2 

lim 2(19/71" 4- 4""* -+• 4 WÏ ) _, ~ ? 2(19/71*4- 2/71/1 4- h») -*-* . 

p=oL ' 2 J 



— log 

3 V 2 



— 2 4-v 7 — 7 a . ■>4-v'— 7 2 ., . 
'— = u, et ! — '- = — &>, sont les racines de 

•9 ! 9 

(19, 4, 4 > 00 (19, 4 — 2.19, 4 — 4+-Ï9) - (»9> - 3 i> i9)^(»9> 3 4> »9); 

les racines de (19, 34, 19) sont 

w'— w.4-1, — wl -- — <i),4-i, u>' — — - ; 

ce sont ces racines qui figureront parmi les racines représentantes. 
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en convenant de remplacer <p Pj (-y- ) par o quand D, n'appartient 

. I>oQ* 
P asa 4 • 

On aura donc ici, puisque g= 4> —7— = 7 2 > Q 2 = 36, 

3 yi Sf'l 

= lim [2 P (36; - Z p (9)] -+- o 8 (36) -h <?-s(36) - 9-1(9) + ?-«(36) 
p=o 



ou 



+ ^ S f«)+ lS p( 1 )(3^- 9 ^)] 






9 
-/_,(36) - j/->(9) -»-/- «( 36). 



2 ( 



La partie figurant sous le signe limite est égaie à 

H f ( ( .36Hp(D.36)-Hp(i.9)Hp(j. 9 )(i-^j 
+ 9 -âpHp0.4)H,(|.4) 

= .H p ( I )H f (-8)j(,-. IÏ L ? )(,- F î rp )(.-(?)3^) 

-(-( :: r)5R?)( , -5Sp)(— Â) 



M-^HG--^- 



9^P\ 2^P/ V30 1H "P 9 l+ P/i 



En développant suivant les puissances de p, on trouve, comme 
il le faut, que le terme indépendant de p est nul, et puisque 

lim ? Hp(i) = i, limllpf— 8) = H(— 8), 

P=r0 r p-0 
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on obtient, pour la limite cherchée, 

La seconde partie du second membre de(i) est 



•?. \ II(8.36)H(— A*.3*.36)-h - H(8. \) H( — 3*. 4) 

9 



-hH( — 3.3(i)H(8.2».3.36)- ' H(— 3. 9) H(8.3. 9 ) 



+ H(- aj.36)H(2*.3.36) 
= 2 jall(8)ll( — 4)-hII(-3)II(«4)-t-H(-xi)II(ia)j 

(K(8)K(— 4). 6 + î/8 1 K(— 3)K(2 / 4 ) , io + a/«4 

lo s — h — îoç — r 



/ /8/4 * * /W^ 

•1-2/24 r 2 ) 

et comme 

K(8) = K( — 3)= K( — 4) = 1, K(ia) =-- K(a4> = K(— -i\)= 2, 
cette quantité prend la forme 

JL. l„ R '(, + /ï)»( aH . /f,)*( a + /H) 6 . 
Donc 

9 V ••» 9 V » 

= a(i + /i) , (i+/3) ,, (a + ^6)* ( ' >• 



(*) Cette valeur est cette trouvée par M. Weber {Acta, t. XI, p. 389); elle est 
reproduite dans tes Mat lie mat isc lie Annalen, t. XXX III, p. 4°8, et dans Ellip- 
tische Functionen and algebraische Zahlen, p. 5oa, mais avec a» au lieu de a T ; 
c'est évidemment une faute d'impression, comme le montre la vérification par le 
calcul logarithmique. 
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La formule (10 ) du § 39 donne d'abord 

A(D, i, 2)= -— J_=-Mog2 = -A-, 

y — D 3 v 2 

puis 
8^ l0C /»(/-7J) 

= ~~ ri °g' 2 -i-2r-H(-3.3»)H(8.3-»3M 
3/2 L' 2 

+ H(- 3.6«)H(8.3-i6«) — H(— 3.3*) H(8.3-»3*)l 

+ a[lH(8.-i«)H(-4)(i-(=l?)i)-»-H(8.6*)H(-6*)] 

-h*H(— *24.6«)H(3-«6") 
— irlog2 



3/1 



+ îH(- 3)H(24)-f-4H(8)H(-4)-+-2H(— 24) H (12). 



On peut encore retrouver autrement cette expression en partant 
de la formule 

a/, 8 (-2fo)=/i(w)*[/,(w)i«^//*"*(ui)"ï.64] î 

déjà employée au § 38. On a trouvé en effet 

/,V-l8)=fa(*-H/6) f . 

donc 

K/7 4 (v /=r 7*) = *(* +- fîyÏM* -+- v/ê) 4 -h 8 v/4802 -h i960 /ëj 3 , 

/?*(/- 7*) = *U -+• V^)* UÛ + v / 5) v -4-8(35 /•! H- 28 v/3)] 3 

= 2(2- + - V / ti) fc (|-4- V /.:) 9 (,4- V ^) lî . 

Considérons un discriminant donnant lieu à plusieurs classes 

par genre, 

D ^-8.5.3», 

dont la classification est, d'après les notations de Gauss, IV, a. 

Les caractères indépendants sont (— -)» (-) et les quatre genres 

seront représentés par les quatre couples de formes 

0» o, 90), (9, o, 10), 
f' 4 5, o, 2), (5, o, 18), 

(7, ±a, i3), 

(9, ±6, 11). 
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La formule (9) du § 39 donne 

^log -Ai UH(-î)H( IM )+|H(5)H(-8), 

K(i2o) = 4, K(- 3)= K(-8)^ K(5) = i, 

„, x 22-1-2/120 / /r //T \. _,_ 3-4-v/5 /1-+-/5V 
E(l20)= ï =(/5-h/ô) î , E(3)^ — -1— r= ( "- 1 , 

/î(^-M^)/î(i/-mj = 2^(/5+v/6)(2+/5). 

Ecrivons maintenant l'équation relative à la transformation du 
troisième ordre 

\v t / \u,/ («l^l) J 

«,=/■,(»), p 1 =(l)/,(î± r J? ), 

ad =3, r=-o (modi6)('). 

Elle devient, si l'on pose «J = a, vj — x, 
a?* — a'x' — 8a* — a* = o. 

Les quatre racines sont, pour u> — y/- - 1 o, 

et, — 4° étant un des 65 discriminants singuliers, on obtient sans 
difficulté 

«* =/î (v /=r T3) = */*('* + \/5). 

Il est facile de séparer dans l'équation précédente, par l'adjonc- 
tion de y/6, le facteur quadratique relatif aux deux premières ra- 
cines qui appartiennent au même genre. On sait a priori que cela 
est possible ( 2 ). Identifions pour cela le premier membre avec 

(x*-h mx -f- n){x 2 -hpx -+■ y), 



( ' ) Elliptische Functionen, § 76. 
(') Elliptische Functionen, § 106. 
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en supposant que 

On aura 

rn-hp= — a 3 , mq -\- pn = — 8a, nq = — a^, 

d'où, par élimination de />, q, 

/ia(8 — /ia*) 

m = 7 — , 

a* -h /i* 

/J(y/ — 90 ) et — f\l ^sj — 10) sont les racines de 

x* -+- m x -+■ n = o. 

Terminons par un exemple de Ja solution de l'équation de Pcll 
par les fonctions elliptiques. Calculons E(53) que ne donnent pas 
les Tables de Legendre, et prenons pour cela le discriminant 
D = — 4*53 pour lequel il y a deux genres et six classes, celles 
du genre principal étant représentables par 

(1, o, 63), (9, ±2, 6)00(9, ±™* 17). 

et celles du second genre par 

(27, 2, 2), (3, ±2, 18). 

La formule (20) du § 39, plus avantageuse que la formule (22) 
de Kronecker, donne 

On obtient directement, en cherchant les formes réduites, 
K(53) = 1 ('), et par suite 



(*) On ne peut se servir du nombre K (4-53) = 1 qui se trouve dans les Tables 
de Gauss, parce qu'iTesl évidemment inexact. 
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ou approximativement 






E(53) = 2~ 6 e » 11 — 2e" ' cos-4-c » 



La partie entière du second membre est 5 1 . Des relations 

T-+-Uy/53 _ g T-Uv/53 i 



= 5i, 






2 2 5l 



on déduit encore approximativement U = 7, T=5i, et ces 
nombres vérifient exactement T 2 — 53U 2 = 4- 

En général, on fera porter les essais sur U, qui varie moins vite 
que T. 
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NOTE I 

(§ »)• 

Voici une démonstration très simple de la formule 

U) 2(T)' ,B,rï= (ï) (/6;) ' /,>0 ' l§3,( " )1 ' 

donnée par M. Weber (* ). On a 

ifl P / . \ tthizi /A v //ï-i,« 

2G) e ~=(^) i ' ( ~ r) i^i- [§ 3 - (,3 >i 

s = l 

(p premier). 

Si p est un discriminant, celte formule coïncide précisément avec (1). La 
formule (i) se démontre d'ailleurs directement quand D = — 4*^8. II 
suffît donc de montrer que, si elle est vraie pour deux discriminants D' , 
D" premiers entre eux, elle subsiste pour leur produit D . Or, on a 



r.tr 



(*' = i,a, ... |D' |; 5*=.,2, ...|D;|> 

la quantité s'|D ff ] -h/|D' | = s parcourant un système de restes >o 
(modIDol), on peut écrire 



donc 

srn Dj, - ! s&n li][ — I 



i)— r 



(') Gottinger A'achrichten, p. ai; iKç>3. 
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et, comme 

_ »*n b'„ — I s«n D* - 1 

(/d; ) Wd; ) = (/n„) (- 1 — i — , 

la formule (i) est établie. 



NOTE II 

(§§ H, 15)- 
Pour déduire de l'équation identique 



) 52* (D '* A)F(A)œ 2 2 F(aaï " , " 6a ' r " , " c ' rï) [s»8.(5i)i, 

( ! / 1 A fl,6,cKJ 

\ (A, aa^H-àay-hcY* sont premiers à Q; a, y sont premiers entre eux) 
la formule de Dirichlet, M. Weber démontre la formule suivante (*) 

I ;z*K*)-z(5) 

((d parcourt tous les diviseurs de n; c* parcourt seulement les divi- 
seurs carrés de n, y compris i). 



<>> 



Si la formule est exacte pour n = /i it n = n t , n tt n t étant premiers 
entre eux, elle l'est pour /t = /i| /i», d'après une propriété connue de<|>, en 
observant que y <}>(D, \ ) = i. Il suffit donc de démontrer (2) pour d = 7*, 
7 étant premier et ne divisant pas Q(<y peut être égal à 2). Alors 

n k 

d — q s , s = 0, 1, a, ...,*; ~ = y", o£s^-. 

Or on a (§ il), outre <|/(D, 4) = a, 

i° (~)= o, +(0,47) =«• *(D, 47') = o (*>i) f 

a- (~) =-t-i, ♦(D,47')=4) 

3° (7)=-"^ *< D i47')=o) 

et l'on vérifie directement que les deux membres de (•?.) sont, dans ces 



(') Gottinger Aach/ïchlen, p. 53; i8q3. 
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trois cas, égaux respectivement à 

I, ÂT-+-I, I[i-f.(_i/r]. 

La formule (2) devient maintenant, si l'on y remplace F(z) par F(h*z), 
h parcourant tous les nombres premiers à Q, et m, n toutes les valeurs 
pour lesquelles am*-h bmn ■+- cn % est premier à Q, 

} yy^H f>, 4 A) f(aa*> =22 F ( am,_4 - bmn "*■ cn, >- 

K h a,b,c m,n 

Or, si l'on pose A/t*= f, le premier membre peut s'écrire» d'après (?.), 



^!) F "" 



/i parcourant pour chaque valeur de / tous les diviseurs de f. Donc, en 
faisant / = hk, on obtient 

'22(ï) F(W ' )== 2 2 F(amî+6w ' i " , " cn,) - 

C'est l'équation de Dirichlet. 



NOTE III 

(§§ 18, 19, 20, 21). 

M. Weber a donné de la première formule de Kronecker une démonstra- 
tion très élégante que l'on peut présenter comme il suit. 

Appelons diviseur fondamental d'un discriminant D tout diviseur 3 de D 

ayant la forme d'un discriminant fondamental et tel que — soit encore un 

discriminant. On obtient tous les 8 en prenant d'abord tous les p, (§ 19) 
auxquels on adjoindra — \ si D == — 4(m°di6) ou i6(mod32), e8 si 
D =s e8(mod32)(e = ±: 1), — 4 et 8 si D = o(mod32), et en formant avec 
ces facteurs tous les produits possibles sans prendre deux fois le même 
facteur. Il est facile de voir que le nombre des est précisément 2*= ig 
(d'après les notations du § 19). 

Si o,, o 2 sont deux diviseurs fondamentaux, le discriminant fondamental 
de 8|8i sera encore un diviseur fondamental que nous dirons composé 
de S], Sj et nous écrirons 8 = 8i8 2 . Ainsi 8f = 1, oo 2 = 8j et les 8 forment 
un groupe abélien. 
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On démontre comme au § 19 que, pour tout nombre m premier àaDct 
représentable par une classe primitive H, le symbole f — ) a la même va- 
leur que nous pourrons désigner par (j?) et l'on voit que (j? j (777) (ïra"')' 

Si 00' = D , nous dirons que et 8' sont complémentaires, et, puisque 
( — j = i,on aura f-J = (- V 

II est important d'observer que tout facteur commun à 8 et à 8' divise 
Q, car sans cela D = 00' pourrait perdre un facteur carré sans cesser 
d'être discriminant. 

Cela posé, si q k est représentable par H, q étant premier et ne divisant 
pas Q, on vérifie immédiatement la formule 

(S)2 (S) -2 (£)(£)■ 

en multipliant chaque terme du second membre par I kg J = 1 , si 8 est 

(2' \t 
— - J = 1 si 8' est premier à q. On en déduit la formule 

plus générale 

<•> (â)i(5)-i(i)(î)- --• 

d d 

(n est représcntable par la classe H et premier à Q), 

car, si la formule est vraie pour n = n t , n = n t , ni, n t étant premiers 
entre eux, elle l'est pour n — n x n t (§ 12) et, par conséquent, (2) résulte 
de(i). 
Si alors, dans l'équation de Dirichlet, 



x 2(ï) (?) F(M)= 2 2(ï) F(om,+ * m,i+c ' ,,) tsi». (7)]. 

h, k u,b, 1 m, n 

on prend F(*) = ( 77 )/(*), H étant la classe de (a b, c), on aura, d'après 
(•2) où l'on fait n = hk, 

'2 (ï)(i)(ï)*»>- 2 (Î) 2 (?)/»-*•-"- >■ 

h, k a, h t c m, n 

C'est la formule de Kronecker. 

Supposons maintenant démnntré n priori que chaque genre conlicnt le 
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même nombre de classes (§21). La formule précédente montre (§20) que 



sa)- 



si 8 ^ i , o ^ D 

V n / 
H 

(11 parcourant les classes primitives). 
On a d'ailleurs évidemment 



2(h) = K(D) SÎ 8 = l ° U 5 " =D o- 

H 

Si II est une classe étrangère au genre principal et ( vf ) — — i, 

O 

8 t parcourant tous les 8, le premier membre = ^.(tt)* donc 

3(4)-- 



ô 

Si H appartient au genre principal, 

'8 
3 
Considérons alors la double somme 



2(4)-- 



22(4) 



S. 



Si Ton somme d'abord par rapport à 8, puis par rapport à H, on aura 
S = i^g. Si Ton somme d'abord par rapport à H, puis par rapport à 8, on 
aura S = ^K(D) (à cause des deux valeurs 8 = i, 8 = D ). Donc 



g ~ 2 X-I ' 



NOTE IV 

^§37). 



On obtient tous les discriminants en prenant, avec les déterminants de 
Gauss multipliés par 4> ceux de ces déterminants qui sont = i (mod4)< 
Parmi les discriminants formés de la première manière on en connaît. 
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comme il a été dit, 65 pour lesquels toutes les classes sont ambiguës. 
Parmi les discriminants formés de la seconde manière, il y en a aussi qui 
jouissent de cette propriété. Ce sont ceux qui sont = 5 (mod8) et qui mul- 
tipliés par 4 donnent trois classes par genre. On en trouve 28 négatifs dans 
les Tables de Gauss. Ce sont les suivants : 

— 11, —19, —27, —35, —43, — 5i, —67, —91, —99, 

— n5, —123, — 147, — 163, —187, —195, —a35, —267, — 3i5, 
-4o3, -427, -435, —483, -555, -5 9 5, -627, -7'5, "79$ ( ! ). 

Les classes fournies par ces discriminants répondent aux classes de se- 
conde espèce de Gauss. 

M. Hermite a montré que, pour les discriminants — 43, — 67, — 163, 
qui ne donnent lieu qu'à une seule classe, les transcendantes 

grcv^ e^v^ e iz>/Tïï 
sont très voisines de nombres entiers (*). 



(*) C'est par erreur que — 827 se trouve mentionné à la p. 466 avec la classi- 
cation IV, 3. 
(■) Comptes rendus, t. XLVIII, p. noi; 1859. 
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'ares. 


Lignes. 


Au lieu de 


Lisez 


a 


ifi 


= h 


i=--h 


6 


i4 


tilt nt zi 

e «i 


iiltZi 

e w < 


3a 


18 


(18) 


(») 


5 7 


3 


le premier 


la première 


» 


6 


l)n 


/),/* 


» 


34 


= 


- 


53 


ai 


ces t représentations 


ces représentations 


6i 


3 


a,, a t , ..., a r 


a t a t ...a r 


6a 


5 


A: 


k' 



64 après le tableau, ajouter Donc 

i=l 
(i- o, i. ...,r; /? =a; a ( >i) 

» aa remplacer la fin du raisonnement, depuis Cette série, 

par On aura 

'/ 

(flr parcourt les facteurs premiers étrangers à Q) 
ou 



109 



n5 



116 





1 - 

s -ri— 


4 ; 


1 




et passer à la page 66 




•1 --i 


v?) 


^ 






9 


représentants 








représentations 
m — oc 


a 


1 










ai 


que à 








qu'à 


1a 


m 








sn 


aa 


logF„(x) 








(8') logF^x) 


4 


ou 






ce 


que donnait déjà (8'), ou 
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Page». 


Ligne*. 


Au lieu de 


Lises 


133 
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converge 


converge, 


» 


31 


inférieur 


supérieur 


ia4 


36 


T 


r 

v 


136 


i4 


m 


«*>(*) 



i33 


5 


316 


"7 


a 99 


13 


» 


30 


307 


"9 


3,4 


18 


319 


3 


» 


8 



331 



333 



= 1 i = i 

k= k = i 
5 D, est un discriminant diviseur de D D, et D a sont des discriminants 

P P 

a a 

-64 -64 

- 64 -+- 64 

D.D; 1 ^ D.D; 1 ^ 4 

f t W=^>)E{53) />()[=&), E(53) 

3 31C 

5 5" 

3H(5.5') 4H(5.5») 

i ? 

9 9 

33 64 



9 9 

33o i3 D» D 

» » supprimer les signes — dans les exposants 



(hh') ~(hh') 
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